
6 �e²toji savait
e. Funkcijos i²vestin
e�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Funkcijos i²vestin
es apibr
eºimas.2. Funkcijos i²vestin
es geometrin
e prasm
e.3. Svarbiausios teoremos apie funkcijos i²vestin¦: diferencijuojamumo ir tolydumo ry²ys,sud
etin
es funkcijos i²vestin
e ir kt.4. Funkciju� i²vestiniu� lentel
e.5. Laipsniniu�-rodikliniu� funkciju� diferencijavimas.6.1 Funkcijos i²vestin
es apibr
eºimas.Sakykime, funkcija y = f(x) apibr
eºta intervale (a, b). Imkime kuri¡ nors kintamojoreik²m¦ x = x0, x0 ∈ [a, b], o y0 = f(x0). Funkcijos argumentui suteikime pokyti� ∆x 6= 0toki�, kad x0 +∆x ∈ (a, b). Tuomet funkcijos reik²m
e ta²ke x0 +∆x yra lygi f(x0 +∆x),t. y. funkcija i�gyja pokyti� ∆y = f(x0 +∆x)− f(x0), atitinkanti� argumento pokyti� ∆x.6.1 Apibr
eºimas. Jei egzistuoja funkcijos poky£io ∆y ir ji� atitinkan£io nepriklausomojokintamojo poky£io ∆x santykio riba, kai ∆x→ 0, t. y.
lim

∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
,tai ji vadinama funkcijos y = f(x) i²vestine nepriklausomojo kintamojo x atºvilgiu ta²ke

x0. I²vestin¦ ºymime y′, f ′(x0). I²vestiniu� skai£iavimas vadinamas diferencijavimu.6.2 Apibr
eºimas. Jei egzistuoja funkcijos poky£io ∆y ir ji� atitinkan£io nepriklausomojokintamojo poky£io ∆x santykio riba, kai ∆x→ +0, t. y.
lim

∆x→+0

∆y

∆x
= lim

∆x→+0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
,tai ji vadinama funkcijos y = f(x) de²ini¡ja i²vestine nepriklausomojo kintamojo xatºvilgiu ta²ke x0. �ymime f ′(x0 + 0).6.3 Apibr
eºimas. Jei egzistuoja funkcijos poky£io ∆y ir ji� atitinkan£io nepriklausomojokintamojo poky£io ∆x santykio riba, kai ∆x→ −0, t. y.

lim
∆x→−0

∆y

∆x
= lim

∆x→−0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
,tai ji vadinama funkcijos y = f(x) kairi¡ja i²vestine nepriklausomojo kintamojo x atºvilgiuta²ke x0. �ymime f ′(x0 − 0).6.1 Teorema. Funkcija f(x) ta²ke x = x0 turi i²vestin¦ tada ir tik tada, kai jos kairiojiir de²inioji i²vestin
es tame ta²ke yra lygios, t. y., kai f ′(x0 + 0) = f ′(x0 − 0).



Funkcijos i²vestin
e yra argumento x funkcija. Jei ji turi i²vestin¦, tai ²i vadinamafunkcijos f(x) antrosios eil
es (antr¡ja) i²vestine ir ºymima f ′′(x). Remdamiesi i²vestin
esapibr
eºimu, turime
f ′′(x0) = (f ′(x0))

′ = lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
.Analogi²kai galime apibr
eºti tre£iosios, ketvirtosios ir auk²tesniu�ju� eiliu� i²vestines. Tuomet

n � osios eil
es i²vestin
e:
f (n)(x0) =

(

f (n−1)(x0)
)′

.6.2 Funkcijos i²vestin
es geometrin
e prasm
e.6.4 Apibr
eºimas. Funkcijos gra�ko liestin
e (L) ta²ke M0 yra ribin
e kirstin
es, einan£iosper ta²kus M0 ir M (M � funkcijos gra�ko (kreiv
es) ta²kas) pad
etis, kai M kreive art
ejaprie M0 (1 pav.).

1 pav.Nagrin
ekime funkcijos y = f(x) gra�k¡ (1 pav.). Tarkime, kad ²i funkcija ta²ke M0turi liestin¦ L. Kai funkcijos gra�ko kirstin
e, einanti per ta²kus M ir M0 art
eja prieliestin
es L, tai kirstin
es su teigiam¡ja Ox a²ies kryptimi sudaromas kampas β art
eja priekampo α, t. y.
lim

∆x→0
β = α.Taigi geometri²kai funkcijos i²vestin
e rei²kia kampo, kuri� funkcijos y = f(x) gra�koliestin
e, nubr
eºta ta²ke M0(x0, y0), sudaro su teigiam¡ja Ox a²ies kryptimi, tangent¡,t. y.

tgα = lim
∆x→0

tgβ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(x0).Funkcija tam tikrame ta²ke x0 gali tur
eti baigtin¦ arba begalin¦ (3 � 4 pav.) i²vestin¦,arba jos i² viso netur
eti (5 � 6 pav.).

•
f ′(x) = lim

∆x→0

∆y

∆x
= +∞, α =

π

2
(3 pav.).

•
f ′(x) = lim

∆x→0

∆y

∆x
= −∞, α = −π

2
(4 pav.).



•
f ′(x− 0) = lim

∆x→0

∆y

∆x
= −∞, α = −π

2
,

f ′(x+ 0) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= +∞, α =

π

2
(5 pav.).

•
f ′(x− 0) = lim

∆x→0

∆y

∆x
= +∞, α =

π

2
,

f ′(x+ 0) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= −∞, α = −π

2
(6 pav.).



3 pav. 4 pav.
5 pav. 6 pav.6.3 Svarbiausios teoremos apie funkcijos i²vestin¦.6.2 Teorema. Jei funkcija y = f(x) ta²ke x0 turi baigtin¦ i²vestin¦ y′ = f ′(x0), taifunkcijos pokytis gali b	uti i²rei²kiamas taip:
∆y = f ′(x0) ·∆x+ α(∆x)∆x,£ia

lim
∆x→0

α(∆x) = 0.6.3 Teorema. Jei funkcija y = f(x) ta²ke x0 turi baigtin¦ i²vestin¦, tai ji tame ta²ke yratolydi.Jei funkcija tolydi, tai neb	utinai ji ir diferencijuojama.6.4 Teorema. Jei funkcijos u = ϕ(x), v = ψ(x) yra diferencijuojamos ta²ke x0, taiir funkcijos C · u, u ± v, u · v, u
v

yra diferencijuojamos ta²ke x0, o ju� i²vestin
esatitinkamai lygios:
(C · u)′ = C(u)′,

(u± v)′ = u′ ± v′,

(u · v)′ = u′ · v + u · v′,
(u

v

)

′

=
u′ · v − u · v′

v2
, v(x0) 6= 0.6.5 Teorema. Tarkime, kad funkcija u = ϕ(x) diferencijuojama ta²ke x0, o funkcija y =

f(u) atitinkamame ta²ke u0 = ϕ(x0). Tada sud
etin
e funkcija y = f(ϕ(x)) diferencijuo-jama ta²ke x0, o jos i²vestin
e yra lygi: y′ = (f(ϕ(x)))′ = f ′(u0)·ϕ′(x0) = f ′(ϕ(x0))·ϕ′(x0).6.4 Funkciju� i²vestiniu� lentel
e.1. (C)′ = 0.



2. ((f(x))α)′ = α(f(x))α−1(f(x))′,
(

1

f(x)

)

′

= − 1

(f(x))2
(f(x))′,

(

√

f(x)
)

′

=
1

2
√

f(x)
(f(x))′.3. (af(x))′ = af(x) ln a(f(x))′,

(ef(x))′ = ef(x)(f(x))′.4. (loga f(x))
′ = 1

f(x) ln a
(f(x))′,

(ln f(x))′ = 1
f(x)

(f(x))′.5. (sin f(x))′ = cos f(x)(f(x))′.6. (cos f(x))′ = − sin f(x)(f(x))′.7. (tgf(x))′ = 1
cos2 f(x)

(f(x))′.8. (ctgf(x))′ = − 1
sin2 f(x)

(f(x))′.9. (arcsin f(x))′ = 1√
1−(f(x))2

(f(x))′.10. (arccos f(x))′ = − 1√
1−(f(x))2

(f(x))′.11. (arctgf(x))′ = 1
1+(f(x))2

(f(x))′.12. (arcctgf(x))′ = − 1
1+(f(x))2

(f(x))′.6.5 Laipsniniu�-rodikliniu� funkciju� diferencijavimas.Tarkime, kad turime funkcij¡ y = uv, u > 0, £ia u = ϕ(x), v = ψ(x), o funkcijos u = ϕ(x)ir v = ψ(x) yra diferencijuojamos ta²ke x0. I²logaritmv¦ lygyb¦ y = uv, gauname
ln y = v ln u.�i¡ lygyb¦ galime diferencijuoti, nes egzistuoja funkcijos
y = ev lnui²vestin
e. I²diferencijav¦ turime:

1

y
· y′ = v′ · ln u+ v

1

u
· u′,o i² £ia

y′ = y

(

vu′

u
+ v′ · ln u

)

.I� pastar¡j¡ lygyb¦ vietoj y i�stat¦ jo i²rai²k¡, gauname, kad
y′ = uv

(

vu′

u
+ v′ · ln u

)

.


