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Pratarm
e
Mokymoji knyga skirta VGTU te
homatematikos spe
alyb
esstudentams, sudijuojantiems dalyk¡ Algebra ir geometrija 1. �iodalyko programoje numatyti studentu� laboratoriniai darbai, nau-dojant kompiuterin� program¡ Maple. Autoriai
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Skyrius 1Teorijos santrauka1.1 Algebrin
es opera
ijos ir strukt	uros1.1.1 Aib
es su algebrin
emis opera
ijomisPagrindiniai ºym
ejimai:
A � aib
e, a ∈ A � aib
es elementas,
B ⊂ A � aib
es poaibis,
∅ ⊂ A � tu²£ioji aib
e,
∀ � bendrumo kvantorius (visi, kiekvienas, bet kuris),
∃ � egzistavimo kvantorius (egzistuoja, galima rasti).
N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R � skai£iu� aib
es,
A = {a1, a2, . . . , an}, A = {α, β} � baigtin
es aib
es.
x ∈ A, y ∈ A, z = x ∗ y ∈ A � binarioji opera
ija
∀x, y ∈ A ⇒ x ∗ y ∈ A � aib
e yra uºdara opera
ijos (∗) atºvilgiu;
(A, ∗) � algebrin
e strukt	ura
(N,+), (Z,−), (Z, ·)
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Pavyzdºiai1. A = {α, β}, α ⊕ α = α, α ⊕ β = β, β ⊕ α = β, β ⊕ β = α,
(A,⊕).2. m,n ∈ Z, m ◦ n = m− n+m · n, (Z, ◦)
1◦2 = 1−2+1·2 = 1, 2◦3 = 2−3+2·3 = 5, 3◦4 = 3−4+3·4 = 11.3. Kompleksiniai skai£iai
C = {(x, y) : x ∈ R, y ∈ R}, z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2),
z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2), z1 · z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1)
(1, 2) · (2, 3) = (1 · 2 − 2 · 3, 1 · 3 + 2 · 2) = (2 − 6, 3 + 4) = (−4, 7).4. n-ma£iu� vektoriu� erdv
e Rn

Rn = {(x1, x2, . . . , xn), xj ∈ R}, a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn),
a+ b = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn).5. Antrosios eil
es kvadratin
es matri
os
A =

(
a11 a12

a21 a22

), B =

(
b11 b12
b21 b22

), A+B =

(
a11 + b11 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22

),
A ·B =

(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)

(
1 2
3 4

)

·
(

5 0
7 −1

)

=

(
1 · 5 + 2 · 7 1 · 0 + 2 · (−1)
3 · 5 + 4 · 7 3 · 0 + 4 · (−1)

)

=

(
19 −2
43 −4

).6. Vieno kintamojo daugianariai
Pn(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x+ a0,

aj ∈ R, an 6= 0 � n-tojo laipsnio polinomas
An(x) + Bn(x) = (an + bn)xn + (an−1 + bn−1)x

n−1 + · · · + (a1 +
b1)x+ (a0 + b0),
An(x) · Bm(x) = Cn+m(x) =
anbmx

n+m+(anbm−1+an−1bm)xn+m−1+· · ·+(a1b0+a0b1)x+a0b0.
8



1.1.2 Pusgrupiai ir monoidaiApibr
eºimaiTurime algebrin� strukt	ur¡ (A, ∗). Opera
ija (∗) vadinama komu-tatyvi¡ja, kai ∀x, y ∈ A:
x ∗ y = y ∗ xOpera
ija (∗) vadinama aso
iatyvi¡ja, kai ∀x, y, z ∈ A

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ zPasteb
ekime, kad esant opera
ijos (∗) aso
iatyvumui, galima api-br
eºti� k
elimo laipsniu n opera
ij¡ xn = x ∗ x ∗ · · · ∗ x
︸ ︷︷ ︸

n kartu� .Algebrin
e strukt	ura (A, ∗) su aso
iatyvi¡ja opera
ija (∗) vadinamapusgrupiu.Pusgrupio elementas e ∈ A vadinamas neutraliuoju, kai ∀x ∈ A

e ∗ x = x ∗ e = xTeorema. Neutralusis elementas yra vienintelis.I�rodymas. Tarkime, kad turime kit¡ neutralu�ji� element¡ e′. Taiky-dami apibr
eºim¡, gauname e ∗ e′ = e′ ∗ e = e. Kita vertus,
e ∗ e′ = e′ ∗ e = e′.Jei opera
ija (∗) vadinama sud
etimi ir ºymima (+), neutralusiselementas vadinamas nuliniu. Toks pusgrupis vadinamas adi
iniu.Kai turime daugybos opera
ij¡ (·) (multiplika
inis pusgrupis) �neutralu�ji� element¡ vadiname vienetiniu.Pusgrupis su neutraliuoju elementu vadinamas monoidu. Jei ope-ra
ija (∗) yra komutatyvi, monoidas vadinamas komutatyviuoju.Pavyzdºiai1. ({0, 1},⊕), ⊕ � sud
etis moduliu du; opera
ija ⊕ komutatyvi iraso
iatyvi; nulinis elementas 0: 9



(0 ⊕ 0) ⊕ 0 = 0 ⊕ (0 ⊕ 0) = 0, (0 ⊕ 0) ⊕ 1 = 0 ⊕ (0 ⊕ 1) = 1,
(0 ⊕ 1) ⊕ 0 = 0 ⊕ (1 ⊕ 0) = 1, (0 ⊕ 1) ⊕ 1 = 0 ⊕ (1 ⊕ 1) = 0,
(1 ⊕ 0) ⊕ 0 = 1 ⊕ (0 ⊕ 0) = 1, (1 ⊕ 0) ⊕ 1 = 1 ⊕ (0 ⊕ 1) = 0,
(1 ⊕ 1) ⊕ 0 = 1 ⊕ (1 ⊕ 0) = 0, (1 ⊕ 1) ⊕ 1 = 1 ⊕ (1 ⊕ 1) = 1.2. (Z, ◦), opera
ija ◦ n
era komutatyvi:
3 ◦ 4 = 3 − 4 + 3 · 4 = 11, 4 − 3 + 4 · 3 = 13,ir n
era aso
iatyvi:
2 ◦ (3 ◦ 4) = 2 ◦ (3 − 4 + 3 · 4) = 2 ◦ (11) = 2 − 11 + 22 = 13,
(2 ◦ 3) ◦ 4 = (2 − 3 + 2 · 3) ◦ 4 = (5) ◦ 4 = 5 − 4 + 5 · 4 = 21.Visos opera
ijos (3. � 6. pavyzdºiai) yra aso
iatyvios, marti
u�daugyba n
era komutatyvi:
(

2 1
1 0

)

·
(

1 2
0 1

)

=

(
2 5
1 2

), ( 1 2
0 1

)

·
(

2 1
1 0

)

=

(
4 1
1 0

)1.1.3 Grup
esTarkime, kad (A, ∗) yra monoidas (t.y. strukt	ura turi neutralu�ji�element¡ e ∈ A). Elementas ã ∈ A vadinamas simetriniu elemen-tui a ∈ A, jei
ã ∗ a = a ∗ ã = eTeorema. Simetrinis elementas vienintelis.I�rodymas. Tarkime, kas yra kitas simetrinis elementas ã′. Tada

ã′ ∗ a = e = a ∗ ã′. Remdamiesi monoido aso
iatyvumu, gauname,kad ã′ = e ∗ ã′ = (ã ∗ a) ∗ ã′ = ã ∗ (a ∗ ã′) = ã ∗ e = ã. Taigi ã′ = ã.Galima ºym
eti ã = a−1. Pasteb
ekime, kad (
a−1

)−1
= a. Simetri-nis elementas sud
eties opera
ijos atveju paprastai vadinamas prie-²ingu, o daugybos opera
ijos � atvirk²tiniu.Pasteb
ekime, kad

(x ∗ y)−1 = y−1 ∗ x−1I�rodymas i²plaukia i² opera
ijos aso
iatyvumo: (x ∗ y) ∗ (y−1 ∗
x−1) = (x ∗ (y ∗ y−1)) ∗x−1 = (x ∗ e) ∗x−1 = x ∗x−1 = e. Pana²iaigauname (y−1 ∗ x−1) ∗ (x ∗ y) = e.10



Tarkime, kad Ã ⊂ A. Jei visi elementai x ∈ Ã turi simetrinius
x−1 ∈ Ã, tai (Ã, ∗) � monoidas.Pavyzdºiai
(N,+), nulinio (neutraliojo) elemento n
era: 0 /∈ N ; n
e vienas ele-mentas neturi prie²ingo.
(Z,+), prie²ingas elementas z−1 = −z: z + (−z) = (−z) + z = 0.
(Z, ·), vienetinis (neutralusis) elementas � skai£ius 1 ∈ Z; atvirk²-tinis elementas z−1 = 1

z , z 6= 0: z · 1
z = 1

z · z = 1.
(C,+) kompleksiniai skai£iai z = (x, y) turi prie²ingus: −z =
(−x,−y).
(C, ·) kompleksiniai skai£iai z = (x, y), (z 6= (0, 0) turi atvirk²-tinius z−1 = ( x

x2+y2 ,− y
x2+y2 ): z ∗ z−1 = z−1 ∗ z = e = (1, 0).

(M2×2, ·), antrosios eil
es kvadratin
e matri
a A =

(
a11 a12

a21 a22

)turi atvirk²tin� matri
a A−1 =

( a22

a11a22−a12a21
− a21

a11a22−a12a21

− a12

a11a22−a12a21

a11

a11a22−a12a21

),jei detA = a11a22 − a12a21 6= 0.Turime A ·A−1 = A−1 · A = E =

(
1 0
0 1

).Apibr
eºimas. Monoidas (A, ∗), kurio visi elementai x ∈ A turisimetrinius x−1 ∈ A, vadinamas grupe.Grup� (A, ∗) galima apibr
eºti ir ²iomis jos savyb
emis:(1) opera
ija (∗) aso
iatyvi: x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (y ∗ z);(2) egzistuoja neutralusis elementas: ∃e ∈ A e ∗ x = x ∗ e = x;(3) kiekvienas elementas turi simetrini�: ∀x ∈ A∃x−1 : x−1 ∗ x =
x ∗ x−1 = e.Komutatyvioji grup
e dar vadinama Abelio grupe.Pavyzdºiai
(Z,+), (C,+) � Abelio grup
es;
(Z, ·), (C, ·) � pusgrupiai.
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1.1.4 Baigtin
es grup
esTarkime, kad algebrin
e strukt	ura (A, ∗) yra grup
e ir aib
e A yrabaigtin
e: A = {a1, a2, . . . , an}. Skai£ius n vadinamas grup
es eile.Ciklin
es grup
esTarkime, kad opera
ija (A, ∗) yra grup
e. Tada (∗) yra aso
iatyvi irgalima apibr
eºti elemento a laipsni�: a2 = a∗a, a3 = a∗a2 = a2 ∗a,
an = an−1 ∗ a = a ∗ an−1. Susitarkime, kad a1 = a, a0 = e.Apibr
eºkime dar ir neigiamus laipsnius: a−1 � simetrinis elemen-tas, a−2 = a−1 ∗ a−1, a−n =

(
a−1

)n. Taigi algebrin
e strukt	ura
(a) = ({an, n ∈ Z}, ∗) yra grup
es (A, ∗) pogrupis. J¡ vadiname
ikline grupe, generuota elemento a.Ciklin
e grup
e gali b	uti baigtin
e arba begalin
e. Jei grup
e yra baigti-n
e, bet kurio elemento visi laipsniai negali b	uti skirtingi (prie²inguatveju b	utu� be galo daug elementu�). Tod
el galima nurodyti toki�maºiausi¡ nat	uralu�ji� skai£iu� d, kad ad = e. Jis vadinamas baigtin
esgrup
es elemento a eile.Baigtin
es 
iklin
es grup
es (a) = ({an, n ∈ Z}, ∗) eil
e sutampa sujos generuojan£io elemento eile.PerstatosTurime baigtin� aib� A = {a1, a2, . . . , an}. Aib
es A elementu� abi-pus vienareik²mi� atvaizd¡ i� tos pa£ios aib
es elementus (biek
ij¡)vadiname ²ios aib
es elementu� perstata:

p =

(
1 2 3 · · · n− 1 n
i1 i2 i3 · · · in−1 in

)

.T¡ pa£i¡ perstat¡ galima perra²yti keliais b	udais ( ju� yra n!):
f =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)

=

(
2 3 4 1
1 2 3 4

)

;12



g =

(
1 2 3 4
4 2 3 1

)

=

(
2 3 4 1
2 3 1 4

)

.Perstatu� sandauga n
era komutatyvi:
f · g =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)

·
(

4 1 2 3
1 4 2 3

)

=

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)

;

g · f =

(
1 2 3 4
4 2 3 1

)

·
(

4 2 3 1
3 1 2 4

)

=

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)

.Perstatu� sandauga yra aso
iatyvi:
(f · g) · h = f · ∗g · h).Algebrin
es strukt	uros vienetinis elementas yra perstata

e =

(
1 2 3 · · · n− 1 n
1 2 3 · · · n− 1 n

)

.Kiekviena perstata p turi atvirk²tin�
p−1 =

(
i1 i2 i3 · · · in−1 in
1 2 3 · · · n− 1 n

)

:

p · p−1 = p−1 · p = e.Taigi pestatu� aib
e su daugybos opera
ija yra grup
e.1.1.5 �iedas ir laukasAlgebrin
e strukt	ura (A,+, ·) yra vadinama ºiedu, kai A 6= ∅ ir1) (A,+) yra komutatyvioji grup
e;2) (A, ·) yra pusgrupis;Kadangi algebrin
e strukt	ura (A, ·) yra tik pusgrupis, daugybosopera
ija (·) gali netur
eti atvirk²tin
es opera
ijos � dalybos. Tarkime,kad x ·y = 0 ir x 6= 0, y 6= 0. Tada strukt	uros (A,+, ·) elementai x,13



y vadinami nulio daliklias. Jei ∀x 6= 0 ∃x−1 (x ·x−1 = x−1 ·x = e),tai ºiedas neturi nulio dalikliu�.Algebrin
e strukt	ura (A,+, ·) vadinama k	unu, kai A 6= ∅ ir1) (A,+) yra komutatyvioji grup
e;2) (A \ {0}, ·) yra grup
e;3) daugybos opera
ija yra distributyvi sud
eties atºvilgiu:
∀x, y, z ∈ A
x · (y + z) = x · y + x · z,
(y + z) · x = y · x+ z · x.Komutatyvusis k	unas vadinamas lauku.Pavyzdºiai1. (R,+, ·) � k	unas.2. Kvadratin
es matri
os tokio pavidalo (

x y
−y x

) sudaro k	un¡.1.2 Kompleksiniai skai£iai1.2.1 Apibr
eºimaiKompleksiniais skai£iais vadiname algebrin� strukt	ur¡ su sud
etiesir daugybos opera
ijomis:
(C,+, ·), C = R×R = {(x, y), x, y ∈ R},
z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2), z1 + z2 = (x1 + y1, x2 + y2),
z1 · z2 = (x1 · x2 − y1 · x2, x1 · y2 + x2 · y1).Nulinis elementas:
0 = (0, 0): z + 0 = (x+ 0, y + 0) = (0 + x, 0 + y) = z, ∀z.Vienetinis elementas:
1 = (1, 0): z ·1 = (x ·1−y ·0, x ·0+y ·1) = (1 ·x−0 ·y, 0 ·x+1 ·y) =
1 · z = z, ∀z. 14



1.2.2 Opera
iju� savyb
esKomutatyvumas:
z1 + z2 = z2 + z1;
z1 · z2 = z2 · z1.Aso
iatyvumas:
z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3;
z1 · (z2 · z3) = (z1 · z2) · z3.Distributyvumas:
z1 · (z2 + z3) = z1 · z2 + z1 · z3.Atimties ir dalybos opera
ijosPrie²ingas elementas (−z) = (−x,−y).Atimties opera
ija
z1−z2 = z1 +(−z2) = (x1 +(−x2), y1+(−y2)) = (x1−x2, y1−y2).Kompleksiniu� skai£iu� z1 ir z2 6= 0 dalmuo z1

z2
yra toks kompleksinisskai£ius w = (x, y), kad w · z2 = z1. Taigi reikia i²spr�sti lyg£iu�sistem¡: {

x2x− y2y = x1,

y2x+ x2y = y2.Gauname w = z1

z2
= (x1x2+y1y2

x2
2
+y2

2

, x2y1−x1y2

x2
2
+y2

2

).Atvirk²tinis elementui z = (x, y) elementas z−1 : z−1z = (1, 0) yratoks:
z−1
2 =

(
x

x2 + y2
,− y

x2 + y2

)

.I²nagrin
ekime, kompleksiniu� skai£iu� aib
es poaibi� C0 = {(x, 0), x ∈
R}. Pasteb
ekime, kad ∀z1, z2 ∈ C0 z1 + z2 ∈ C0, z1 · z2C0. Al-gebrin
e strukt	ura (C0,+, ·) sutampa su (R,+, ·), jei susitarti, kad
x = (x, 0) ∀x ∈ R.Taigi, turime

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.15



Kompleksiniu� skai£iu� algebrinis pavidalasI²spr�skime lygti� z2 = −1 kompleksiniu� skai£iu� aib
eje. Turimelyg£iu� sistem¡ {

x2 − y2 = −1,

2xy = 0.Kadangi x, y ∈ R turi b	uti x = 0 arba y = 0. Pirm¡j¡ lygti� galimai²spr�sti tik kai x = 0. �iuo atveju y = 1 arba y = −1. Gaunamedu lygties sprendinius (0, 1) ir (0,−1).Paºym
ekime kompleksini� skai£iu� (0, 1) = i ir vadinsime ji� mena-muoju vienetu. Uºra²ykime kompleksiniu� skai£iu� pagrindin� tapa-tyb�
i2 = −1Pasteb
ej�, kad z = (x, y) = (x, 0)+(0, y) = (x, 0)+(0, 1)·(y, 0),kompleksini� skai£iu� z galime uºra²yti algebriniu pavidalu
z = x+ iy�ym
esime x = Rez ir vadinsime kompleksinio skai£iaus reali¡jadalimi; Imz = y � menam¡ja dalimi.Opera
iju� algebrinis pavidalas

z1 ± z2 = (x1 ± x2) + i(y1 ± y2),

z1z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + a2y1),

z1
z2

=
z1 · z2
z2 · z2

=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i
x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2

.Skai£ius z = x− iy vadinamas kompleksiniu jungtiniu skai£iui
z = x+ iy. 16



1.2.3 Geometrinis vaizdavimas

1 pav. Kompleksinio skai£iaus geometrinis vaizdavimasPaºym
ekime, ρ = |z| =
√

x2 + y2 � kompleksinio skai£iaus moduli�,
ϕ - kompleksinio skai£iaus z = (x, y) = x+ iy argument¡ (tanϕ =
y
x arba cosϕ = x

|z| ; sinϕ = y
|z| ºr. 1 pav. ).

17



2 pav. Jungtinio skai£iaus geometrinis vaizdavimasPamin
ekime, kai kurias kompleksinio jungtinio skai£iaus z =
x− iy (ºr. 2 pav.) savybes:

arg z = − arg z, |z| = |z|, z = z;1.2.4 Trigonometrinis ir eksponentinis pavidalasKompleksini� skai£iu� z = (x, y) = x+ iy galima uºra²yti ir trigono-metriniu pavidalu
z = ρ(cosϕ+ i sinϕ)Kompleksinio skai£iaus argumentas ϕ apibr
eºtas tik su tikslumu

2πk, k ∈ Z. Tod
el susitarkime ºym
eti arg z = ϕ jo reik²m�,priklausan£i¡ intervalui −π < ϕ 6 π ir vadinsime argumento pa-grindine reik²me. Visu� galimu� argumento reik²miu� aib� ºym
esime18



Arg z: Arg z = {arg z + 2πk, k = 0,±1,±2, . . .}

3 pav. Sud
eties ir daugybos geometrin
e prasm
eRaskime kompleksiniu� skai£iu� sandaugos trigonometrini� pavi-dal¡ (ºr. 3 pav.):
z1 · z2 = (ρ1(cosϕ1 + i sinϕ1)) · (ρ2(cosϕ2 + i sinϕ2)) =

ρ1ρ2 ((cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2) + i (sinϕ1 cosϕ2 + cosϕ1 sinϕ2)) =

ρ1ρ2 (cos (ϕ1 + ϕ2) + i sin (ϕ1 + ϕ2))Susitarkime ºym
eti1 cosϕ + i sinϕ = eiϕ. Tada kompleksini�skai£iu� uºra²ome dar ir eksponentiniu pavidalu:
z = (x, y) = x+ iy = |z|(cos arg z + i sin arg z) = |z|ei arg z.1�i formul
e i�rodoma matemetin
es analiz
es kurse.19



Taigi z1z2 = ρ1ρ2e
i(ϕ1+ϕ2). Pasteb
ej�, kad kompleksini� jungtini�skai£iu� z = x− iy uºra²ome taip z = ρ(cosϕ+ i sin(−ϕ)) = ρe−iϕ,gauname dalybos formul�

z1
z2

=
z1 · z2
z2 · z2

=
ρ1

ρ2
2

·ρ2 (cos (ϕ1 − ϕ2) + i sin (ϕ1 − ϕ2)) =
ρ1

ρ2
ei(ϕ1−ϕ2).1.2.5 LaipsnisTaikydami daugybos formul� n kartu�, gauname Muavro formul�

zn = ρn(cos nϕ+ i sinnϕ) = ρneinϕPasteb
ekime, kad ²i formul
e yra taikytina visiems n ∈ Z.Taikydami Muavro bei Niutono binomo2 formules, gauname trigo-nometriniu� tapatybiu� i�rodymus. Pavyzdºiui,
(cosϕ+ i sinϕ)3 =

cos3 ϕ+ 3i cos2 ϕ sinϕ− 3 cosϕ sin2 ϕ− i sin3 ϕ =

cos 3ϕ+ i sin 3ϕ.Taigi
cos 3ϕ = cos3 ϕ− 3 cosϕ sin2 ϕ, sin 3ϕ = 3cos2 ϕ sinϕ− sin3 ϕ.�aknies traukimasApibr
eºkime n-tojo laipsnio ²akni� i² kompleksinio skai£iaus
z = ρ(cosϕ+ i sinϕ), kaip lygties

wn = zsprendini�.Paºym
ekime |w| = r, ψ = argw. Tada wn = rn(cosnψ+i sinnψ) =
ρ(cosϕ+ i sinϕ) arba rn = ρ ir nψ = ϕ+ 2πk, k ∈ Z. I² £ia gau-name, kad r = n

√
ρ, ψ = ϕ+2πk

n , k = 0, 1, . . . , n − 2. Pasteb
ekime,2(a + ib)n = an + C1
nan−1(ib) + C2

n(bi)2 + · · · + Ck
nak(ib)n−k + · · · + (ib)n.20



kad yra tik n skirtingu� n- tojo laipsnio ²aknies reik²miu� w0, w1,
· · · , wn−1:
wk = n

√

|z|
(

cos
arg z + 2πk

n
+ i cos

arg z + 2πk

n

)

= n
√

|z|ei arg z+2πk

n ,

k = 0, 1, . . . , n− 1.Visos ²ios reik²m
es yra taisyklingojo n-kampio, i�br
eºto i� ap-skritim¡ su 
entru koordina£iu� pradºioje ir spinduliu n
√

|z|, vir²	un
es(ºr. 4 pav.).

4 pav. �aknies reik²m
es
21



1.3 Matri
os ir determinantai1.3.1 Pagrindiniai apibr
eºimai






a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn







= ||aij ||m×nmatri
a � skai£iu� lentel
e,
m � eilu£iu� skai£ius,
n � stulpeliu� skai£ius,
aij � matri
os elementas,
i, j � elemento indeksai.Pavyzdys
(

3 2 0
−1

2 π 0

)

m = 2, n = 3,
a11 = 3, a12 = 2, a13 = 0, a21 = −1

2 , a22 = π, a23 = 0.Transponuota matri
atransponavimo opera
ija
A = ||aij ||m×n , A

T = ||aji||n×mPavyzdys
(

3 2 0
−1

2 π 0

)T

=





3 −1
2

2 π
0 0





m = 1 � matri
a eilut
e (a1 a2 · · · an)

n = 1 � matri
a stulpelis 





a1

a2

· · ·
am





22



(α β γ)T =





α
β
γ



, 



α
β
γ





T

= (α β γ)

(AT )T = AKvadratin
e matri
a
m = n � kvadratin
e matri
a (n-tosios eil
es):








a11 a12 . . . a1,n−1 a1n

a21 a22 . . . a2,n−1 a2n

. . . . . . . . . . . . . . .
an−1,1 an−1,2 . . . an−1,n−1 an−1,n

an1 an2 . . . an,n−1 ann









a11, a22, . . . , ann � kvadratin
es matri
os pagrindin
e i�striºain
e
a1n, a2,n−1, . . . , an1 � kvadratin
es matri
os ²alutin
e i�striºain
e
A - kvadratin
e ir AT = A � simetrin
e matri
a;
(

1 2
2 3

) � simetrin
e matri
a;




1 2 4
−2 3 5
−4 −5 0



 � antisimetrin
e matri
a aij = −aji, ∀i 6= j.1.3.2 Opera
ijos su matri
omisMatri
u� sud
etisMatri
u�A = ||aij ||m×n irB = ||bij ||m×n sud
etisA+B = ||aij + bij||m×n(
3 2 0
−1

2 π 0

)

+

(
1 4 1
1
2 8 2

)

=

(
4 6 1
0 π + 8 2

)Matri
u� sud
eties savyb
es:komutatyvumas A+B = B +A23



aso
iatyvumas (A+B) + C = A+ (B + C)Neutralusis elementas � nulin
e matri
a:
O =







0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0






,

A+O = O +A = A, ∀A.Matri
os daugyba i² skai£iaus
λ ·A = ||λaij ||m×n

5 ·
(

3 2 0
−1

2 π 0

)

=

(
15 10 0
−5

2 5π 0

)aso
iatyvumas λ · (µA) = (λµ) · Adistributyvumas:1) λ(A+B) = λA+ λB;2) (λ+ µ)A = λA+ µA;Matri
u� skirtumas: A−B = A+ (−1) · B.Matri
u� sandauga




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

am1 am2 · · · amn



·





b11 b12 · · · b1k

b21 b22 · · · b2k

bn1 bb2 · · · bnk



 = ||cij ||m×k ,

cij =
n∑

s=1
aisbsj, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

(
1 2 3
4 5 6

)

·





8 9
10 11
7 14



 =

(
1 · 8 + 2 · 10 + 3 · 7 1 · 9 + 2 · 11 + 3 · 14
4 · 8 + 5 · 10 + 6 · 7 4 · 9 + 5 · 11 + 6 · 14

)

=

(
31 73
124 175

)24



Neutralusis elementas � vienetin
e matri
a
E2 =

(
1 0
0 1

), E3 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1





En = ||eij ||n×n , eij = δij =

{

1, kai i = j

0, kai i 6= j
δij � Kronekerio simbolis.
A ·En = En ·A = A, ∀A � n-tosios eil
es kvadratin
e matri
a.Matri
u� daugyba n
era komutatyvi: bendru atveju A · B 6= B · A:
(

1 2
2 3

)

·
(

3 2
2 3

)

=

(
7 8
12 13

)

,

(
3 2
2 3

)

·
(

1 2
2 3

)

=

(
7 12
8 13

)Matri
u� daugybos aso
iatyvumas:
A(B · C) = (A ·B) · C, Ak = A ·A · · ·A

︸ ︷︷ ︸

k−kartu�distributyvumas:1) (A+B) · C = AC +BC2) A · (B + C) = AB +ACSandaugos transponuota matri
a (A ·B)T = BT · AT .1.3.3 Antrosios ir tre£iosios eil
es determinantaiAntrosios eil
es determinantas
∣
∣
∣
∣

a11 a12

a21 a22

∣
∣
∣
∣
= a11a22 − a12a21

∣
∣
∣
∣

2 3
4 7

∣
∣
∣
∣
= 2 · 7 − 3 · 4 = 14 − 12 = 225



Tre£iosios eil
es determinantas
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a13a22a31−a12a21a33−a11a23a32.

5 pav. Tre£iosios eil
es determinanto skai£iavimo taisykl
e
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
0 4 7
5 6 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

1 · 4 · 8 + 2 · 7 · 5 + 3 · 0 · 6 − 3 · 4 · 5 − 2 · 0 · 8 − 1 · 7 · 6 =

32 + 70 + 0 − 60 − 0 − 42 = 01.3.4 PerstatosPersatata vadinama aib
es {1, 2, . . . , n} bijek
ija f (abipus viena-reik²mis atvaizdis) i� save. T.y. perstat¡ galima apibr
eºti lentele
f =

(
1 2 · · · n

f(1) f(2) · · · f(n)

)

.26



�ia f(j) ∈ {1, 2, . . . , n}. T¡ pa£i¡ perstat¡ f galima uºra²yti n!skirtingais b	udais, sukeitus vietomis lentel
es stulpelius
(

1 2 3 4
2 3 4 1

)

=

(
2 1 4 3
3 2 1 4

)

=

(
2 4 1 3
3 1 2 4

)

.Kai pirmoje lentel
es eilut
eje yra k
elinys 1, 2, . . . , n lentel
e yra vadi-namas keitinio standartine i²rai²ka.Perstatu� transpozi
ijosDvieju� perstatu� (f(1), f(2), . . . , f(n)) elementu� f(i) ir f(j) sukeiti-mas vietomis vadinamas ju� transpozi
ija. Bet kuri� k
elini� (j1, j2,
. . . , jn) galima gauti i² bet kurio kito tu� pa£iu� elementu� {1, 2, . . . , n}k
elinio (i1, i2, . . . , in), atlikus baigtini� skai£iu� transpozi
iju�. Pavyzd-ºiui,

(1, 2, 3, 4, 5) → (5, 2, 3, 4, 1) → (5, 4, 3, 2, 1)K
eliniu� inversijosSkai£iai f(i) ir f(j) sudaro k
elinio (f(1), f(2), . . . , f(n)) inversij¡(netvark¡), jei f(i) > f(j) ir i < j.Pavyzdºiui, k
elinio (1, 2, 3, 5, 4) inversij¡ sudaro skai£iai 5 ir 4.Kitu� inversiju� ²is k
elinys neturi. K
elinys (1, 3, 5, 2, 4) turi tris in-versijas: (3,2), (5,2), (5,4).K
elinys, turintis lygini� (nelygini�) inversiju� skai£iu�, vadinamas ly-giniu (nelyginiu).Teiginys. Atlikus vien¡ k
elinio transpozij¡, i² lyginio k
elinio gausimenelygini� ir atvirk²£iai.I�rodymas. Kai skai£iai i ir j yra gretimi, sukeitus juos vietomisgausime arba panaikinsime vien¡ inversij¡. Taigi ²iuo atveju teiginys27



yra teisingas. Tarkime, kad turime (. . . , i, k1, k2, . . . , ks, j, . . .). Ta-da atliekant 2s+1 transpozi
iju� tik su gretimais elementais, gausimek
elini� (. . . , j, k1, k2, . . . , ks, i, . . .). Kadangi 2s + 1 yra nelyginisskai£ius, k
elinio lyginumas pasikeis.Pavyzdys
(1, 3, 5, 2, 4) → (1, 3, 5, 4, 2). Buvo trys inversijos, dabar yra ketu-rios: (3,2), (5,2), (5,4), (4,2).I² n elementu� {1, 2, . . . , n} galima sudaryti n!

2 lyginiu� ir tiek patnelyginiu� k
eliniu�.Perstatu� lyginumasKeitinys vadinamas lyginiu (nelyginiu), kai jo eilu£iu� inversiju� sumayra lygin
e (nelygin
e).Perstatos (
1 2 3 4
2 3 4 1

) pirmoji eilut
e inversiju� neturi, o antroji� turi tris: (2,1), (3,1), (4,1). Taigi ²i perstata yra nelygin
e: 0+3 =

3. Ta pati perstata, uºra²yta tokiu b	udu (
2 1 4 3
3 2 1 4

) irgi yranelygin
e: 2 + 3 = 5. Jei ji i²reik²ta taip (
2 4 1 3
3 1 2 4

), eilu£iu�inversiju� suma yra 3 + 2 = 5.Perstatos f eilu£iu� inversiju� sum¡ ºym
esime I(f).1.3.5 n-tosios eil
es determinantai
n-tosios eil
es kvadratin
es matri
os A = ||aij ||n×n determinantu(ºym
esime detA arba |A|) vadinamas skai£ius

d =
∑

(j1,j2,...,jn)

(−1)I(j1,j2,...,jn)a1j1a2j2 · · · anjn28



Sandaugos a1j1a2j2 · · · anjn yra vadinamos determinanto nariais.Kai n = 1 turime tik vien¡ keitini� (
1
1

), kurio antroji eilut
einversiju� neturi. Tod
el det(a11) = (−1)0a11 = a11. T. y. skai£iausdeterminantas yra pats skai£ius.Kai n = 2 turime du skirtingus keitinius (
1 2
1 2

), (
1 2
2 1

)ir determinanto ∣
∣
∣
∣

a11 a12

a21 a22

∣
∣
∣
∣
nariai a11a22, a12a21 i�eina i� sum¡ supliusu ir minusu atitinkamai.Ketvirtosios eil
es determinantas ∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣turi 4! = 24 narius a1j1a2j2a3j3a4j4 ; i² ju� 12 i�eina i� sum¡ su ºenklu(+) ir tiek pat � su (−). Pavyzdºiui, narys a13a24a31a42 imamassu ºenklu (+): (−1)I(3,4,1,2) = (−1)4 = 1 .Determinantu� savyb
es1. detAT = detAPastaba. Visos determinanto savyb
es, kurios galioja eilut
ems,galioja ir stulpeliams.2. Tarkime, kad kvadratin
e matri
a B gauta i² kvadratin
es ma-tri
os A, sukeitus vietomis dvi jos eilutes. Tada detB = − detA,t. y. ²ie du determinantai skiriasi tik ºenklu.I²vada. Determinantas, turintis dvi vienodas eilutes, lygus nuliui.(Turime |A| = −|A| ⇒ |A| = 0).29



3. ∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
λai1 λai2 . . . λain

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣I²vada. Determinantas, turintis dvi propor
ingas eilutes, lygusnuliui.4. ∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .

a
(1)
i1 + a

(2)
i1 a

(1)
i2 + a

(2)
i2 . . . a

(1)
in + a

(2)
in

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .

a
(1)
i1 a

(1)
i2 . . . a

(1)
in

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .

a
(2)
i1 a

(2)
i2 . . . a

(2)
in

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣I²vada. Determinantas nesikei£ia, jei prie vienos jo eilut
es prid
etikit¡ jo eilut�.Determinanto minorai ir adjunktaiTarkime, kad 1 6 i1 6 i2 6 · · · 6 ik 6 n ir 1 6 j1 6 j2 6

· · · 6 jk 6 n. Pasirinksime k (1 6 k < n) n-tosios eil
es determi-nanto eilu£iu� i1, i2, . . . , ik ir k stulpeliu�: j1, j2, . . . , jk. �iu� eilu£iu�ir stulpeliu� sankirtoje gausime k-tosios eil
es determinant¡, kuri�vadinsime minoru ir ºym
esime
M = M(i1, i2, . . . , ik; j1, j2, . . . , jk) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ai1j1 ai1j2 · · · ai1jk

ai2j1 ai2j2 · · · ai2jk

· · · · · · · · · · · ·
aikj1 aikj2 · · · aikjk

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣30



Pavyzdysdeterminanto |A| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −1 2
0 3 5
4 6 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣

minorai
M(1, 2; 1, 2) =

∣
∣
∣
∣

1 −1
0 3

∣
∣
∣
∣
, M(1, 2; 2, 3) =

∣
∣
∣
∣

−1 2
3 5

∣
∣
∣
∣
,

M(2, 3; 1, 2) =

∣
∣
∣
∣

0 3
4 6

∣
∣
∣
∣I²braukus kvadratin
es matri
os A i1, i2, . . . , ik eilutes bei j1, j2, . . . , jkstulpelius, gausime n−k-tosios eil
es kvadratin� matri
¡. Jos deter-minant¡ vadinsime minoro M papildomuoju minoru ir ºym
esime

M ′ = M ′(i1, i2, . . . , ik; j1, j2, . . . , jk). Determinanto |A| minoro
M(i1, i2, . . . , ik; j1, j2, . . . , jk) adjunktu vadinsime sandauga
AM = (−1)i1+i2+...+ik+j1+j2+...+jkM ′(i1, i2, . . . , ik; j1, j2, . . . , jk)determinanto |A| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −1 2
0 3 5
4 6 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣

minoroM(1, 2; 1, 2) =

∣
∣
∣
∣

1 −1
0 3

∣
∣
∣
∣papildomasis minoras M ′(1, 2; 1, 2) = 8, adjunktas

AM = (−1)1+2+1+28 = 8.Teorema. Kiekvienos determinanto |A| sandaugos
AM · M(i1, i2, . . . , ik; j1, j2, . . . , jk) ºenklas sutampa su to pa£ionario
ai′1j′1

ai′2j′2
· · · ai′

n−k
j′
n−k

ai1j1ai2j2 · · · aikjk
ºenklu.Laplaso teorema. Jei pasirinkti k determinanto eilu£iu� irsudaryti visus galimus k-tosios eil
es minorusM(i1, i2, . . . , ik; j1, j2, . . . , jk),tai

∑

16j16j26···6jk6n

AMM(i1, i2, . . . , ik; j1, j2, . . . , jk) = detAdeterminanto
|A| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −1 2
0 3 5
4 6 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 24+(−20)+0−24−0−30 = −50 antrosios31



bei tre£iosios eilu£iu� minorai bei adjunktai yra
M(2, 3; 1, 2) =

∣
∣
∣
∣

0 3
4 6

∣
∣
∣
∣
= −12, A(2, 3; 1, 2) = (−1)2+3+1+22 = 2,

M(2, 3; 1, 3) =

∣
∣
∣
∣

0 5
4 8

∣
∣
∣
∣
= −20, A(2, 3; 1, 3) = (−1)2+3+1+3(−1) =

1,
M(2, 3; 2, 3) =

∣
∣
∣
∣

3 5
6 8

∣
∣
∣
∣
= −6, A(2, 3; 2, 3) = (−1)2+3+2+31 = 1.Taigi

A(2, 3; 1, 2)M(2, 3; 1, 2) +A(2, 3; 1, 3)M(2, 3; 1, 3)+
A(2, 3; 2, 3)M(2, 3; 2, 3) = 2 · (−12) + 1 · (−20) + 1 · (−6) = −50Determinanto skleidimo formul
esPaimkime Laplaso teoremoje k = 1. Tai rei²kia pasirinkti kuri¡nors vien¡ eilut� (arba sulpeli�). Minorai M(i; j) sutampa su de-terminanto elementais aij . Ju� adjunktus ºym
esime Aij . I² Laplasoteoremos gauname

detA =
n∑

j=1

aijAij =
n∑

i=1

aijAij .�ios formul
es yra vadinamos determinanto skleidiniais i-tosios eilut
esir j-tojo stulpelio elementais.Pastaba. Jei determinanto skleidimo formul
eje paimti kurio norsstulpelio (eilut
es) elementus ir kito sulpelio (eilut
es) adjunktus,suma bus lygi nuliui.I�rodymas. Sudarykime toki� determinant¡
|A|j =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 · · · a1,j−1 b1 a1,j+1 · · · a1n

a21 · · · a2,j−1 b2 a2,j+1 · · · a2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 · · · an,j−1 bn an,j+1 · · · ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.32



�is determinantas yra lygus |A|j =
n∑

i=1
biAij . Paimkime vietojeelementu� b1, b2, . . . , bn k-tojo stulpelio (k 6= j elementus. �is de-terminantas tur
es du vienodus stulpelius ir tod
el jis lygus nuliui.Taigi

n∑

j=1

aijAkj = 0, i 6= k,
n∑

i=1

aijAik = 0, j 6= k.Determinantu� skai£iavimas1. Skleidimo formul
es taikymas
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −1 2
0 3 5
4 6 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

1 · (−1)1+1 ·
∣
∣
∣
∣

3 5
6 8

∣
∣
∣
∣
+ (−1) · (−1)1+2 ·

∣
∣
∣
∣

0 5
4 8

∣
∣
∣
∣
+

2 · (−1)1+3 ·
∣
∣
∣
∣

0 3
4 6

∣
∣
∣
∣
= −6 − 20 − 24 = −502. Deteminanto savybiu� taikymasAtimkime i² determinanto antrojo stulpelio pirm¡ji� stulpeli�, padau-gint¡ i² 2:

D =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −1 2
2 4 5
4 8 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −3 2
2 0 5
4 0 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣Dabar skleidºiame determinant¡ antrojo stulpelio elementais:

D = (−3) · (−1)1+2

∣
∣
∣
∣

2 5
4 8

∣
∣
∣
∣
= 3(16 − 20) = −123. Laplaso teoremos taikymas 33



I² determinanto D =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 −1 0 0
−2 −2 0 0

1 2 2 4
3 5 1 −3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

pirmu�ju� dvieju� eilu£iu�elementu� galima sudaryti tik vien¡ nelygu� nuliui minor¡
M =

∣
∣
∣
∣

0 −1
−2 −2

∣
∣
∣
∣
= −2.Taigi

D = M ·AM = −2(−1)1+2+1+2

∣
∣
∣
∣

2 4
1 −3

∣
∣
∣
∣
= −2 · (−6 − 4) = 20.1.3.6 Atvirk²tin
e matri
aApibr
eºimas. Atvirk²tine kvadratinei matri
ai A vadiname toki¡matri
¡ A−1, kad

A · A−1 = A−1 · A = EKvadratin
e matri
a gali tur
eti tik vien¡ atvirk²tin� matri
¡.I�rodymas. Tarkime, kad A′ kita atvirk²tin
e matri
a. Tada
A′ = A′E = A′(AA−1) = (A′A)A−1 = EA−1 = A−1.Tarkime, kad detA = |A| 6= 0. Tada

A−1 =
1

|A|







A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

· · · · · · · · · · · ·
A1n A2n · · · Ann





�ia Aij matri
os A elementu� adjunktai. Jie sura²yti taip, kaiptransponuotos matri
os elementai.I�rodymas i²plaukia is Laplaso teoremos.Jei detA = 0 atvirk²tin
e matri
a A−1 neegzistuoja.Lema. det(AB) = detAdetB 34



I�rodymas. Tarkime, kad detA = 0 ir A−1 egzistuoja. Tada
detE = 1 = detAdetA−1 = 0 ir gauname prie²tar¡.Raskime matri
ai 



1 2 0
0 1 1
0 1 3



 atvirk²tin� matri
¡:
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 0
0 1 1
0 1 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2,

A11 = (−1)1+1

∣
∣
∣
∣

1 1
1 3

∣
∣
∣
∣
= 2, A21 = (−1)2+1

∣
∣
∣
∣

2 0
1 3

∣
∣
∣
∣
= −6,

A31 = (−1)3+1

∣
∣
∣
∣

2 0
1 1

∣
∣
∣
∣
= 2, A12 = (−1)1+2

∣
∣
∣
∣

0 1
0 3

∣
∣
∣
∣
= 0,

A22 = (−1)2+2

∣
∣
∣
∣

1 0
0 3

∣
∣
∣
∣
= 3, A32 = (−1)3+2

∣
∣
∣
∣

1 0
0 1

∣
∣
∣
∣
= −1,

A13 = (−1)1+3

∣
∣
∣
∣

0 1
0 1

∣
∣
∣
∣
= 0, A23 = (−1)2+3

∣
∣
∣
∣

1 2
0 1

∣
∣
∣
∣
= −1,

A33 = (−1)3+3

∣
∣
∣
∣

1 2
0 1

∣
∣
∣
∣
= 1, A−1 =






A11

|A|
A21

|A|
A31

|A|
A12

|A|
A22

|A|
A32

|A|
A13

|A|
A23

|A|
A33

|A|




 =





2
2

−6
2

2
2

0
2

3
2

−1
2

0
2

−1
2

1
2



 =





1 −3 1
0 3

2 −1
2

0 −1
2

1
2



 .Matri
in
es lygtys
AX = B, X = ATB, XA = B, X = BAT .I²spr�skime matri
ines lygtis
AX =

(
1 2

−2 3

), Y A =

(
1 2

−2 3

), kai A =

(
1 2
2 0

).35



A−1 =

(
0 1

2
1
2 −1

4

), X = A−1

(
1 2

−2 3

)

=

(
−1 3

2
1 1

4

),
Y =

(
1 2

−2 3

)

A−1 =

(
1 0
3
2 −7

4

).1.4 Tiesiniu� lyg£iu� sistemos1.4.1 Apibr
eºimaiTiesiniu� (pirmosios eil
es) algebriniu� m lyg£iu� sistema su n neºino-maisiais x1, x2, . . ., xn







a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · · + am2nxn = bm.Sistemos matri
a: A =







a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn






,neºinomu�ju� matri
a stulpelis (vektorius) X =







x1

x2

· · ·
xn






, de²in
espus
es koe�
entu� vektorius (matri
a stulpelis) B =







x1

x2

· · ·
xn






,sistemos matri
inis pavidalas AX = B.36



sistema sistemasuderintoji nesuderintojituri bent vien¡ sprendini� neturi n
e vieno sprendiniosistema sistemaapibr
eºtoji neapibr
eºtojituri lygiai turi daugiau,vien¡ sprendini� kaip vien¡sprendini�(visada be galo daug)1.4.2 Sistema su kvadratine matri
a
n = m, A = ||aij ||n×n, D = detA = |A|.Atvirk²tin
es matri
os metodas
detA 6= 0, AX = B, X = A−1B.Sistema turi vieninteli� sprendini� (apibr
eºta), kadangi atvirk²tin
ematri
a yra vienintel
e.
{

x+ y = 2

x− y = 0
(

1 1
1 −1

)

·
(
x
y

)

=

(
2
0

), A =

(
1 1
1 −1

), X =

(
x
y

),
B =

(
2
0

)

A−1 =

(
1
2

1
2

1
2 −1

2

), X =

(
x
y

)

=

(
1
2

1
2

1
2 −1

2

)

·
(

2
0

)

=

(
1
1

)Taigi x = 1, y = 1.
37



Kramerio formul
es
X = A−1B = 1

|A|













n∑

s=1
As1bs

n∑

s=1
As2bs

· · ·
n∑

s=1
Asnbs













, xj =
A1jb1+A2jb2+···+Anjbn

det A

xj =

����������� a11 a12 · · · a1,j−1 b1 a1,j+1 · · · a1n

a21 a22 · · · a2,j−1 b2 a2,j+1 · · · a2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · an,j−1 bn an,j+1 · · · ann

�����������
det A =

Dj

D .
{

x+ y = 2

x− y = 0

A =

(
1 1
1 −1

), D = −2, D1 =

∣
∣
∣
∣

2 1
0 −1

∣
∣
∣
∣
= −2,

x = D1

D = −2
−2 = 1

D2 =

∣
∣
∣
∣

1 2
1 0

∣
∣
∣
∣
= −2, y = D2

D = −2
−2 = 1.1.4.3 Sistemos elementarieji pertvarkiaiEkvivalen£ios sistemos � sistemos su tais pa£iais kintamaisiais irturin£ios tas pa£ias sprendiniu� aibes.

{

x+ y = 2

x− y = 0
⇔







x+ y = 2

x− y = 0

2x = 2 ( sud
etos lygtys )
2y = 2 ( i² pirmosios lygties atimta antroji )38



1) lyg£iu� keitimas vietomis;2) lygties abieju� pusiu� dauginimas i² nelygaus nuliui skai£iaus;3) lygties keitimas jos bei kitos lygties suma.Elementariais pertvarkiais gaunama ekvivalenti sistema.1.4.4 Gauso metodasTrape
in
e sistema
a11x1 + a12x2 + · · · + a1rxr + · · · + a1nxn = b1,

a22x2 + · · · + a2rxr + · · · + a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
arrxr + · · · + arnxn = br,

0 = br+1,

· · ·
0 = bm.Bet kuri tiesiniu� lyg£iu� sistema yra ekvivelenti tam tikrai trape
ineisistemai.Kai r = m = n, turime trape
in
es sistemos atskir¡ atveji� � trikam-pin� sistem¡

a11x1 + a12x2 + a13x3 · · · · · · + a1rxr = b1,

a22x2 + a13x3 · · · · · · + a2rxr = b2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ar−1,r−1xr−1 + ar−1,rxr = br−1,

arrxr = br.39



Tarkime, kad arr 6= 0. Tada i² paskutin
es lygties gauname xr =
br

arr
. Jei ar−1,r−1xr−1 6= 0, i² prie²paskutin
es lygties randame

xr−1 =
br−1−ar−1,r

br
arr

ar−1,r−1
ir t. t. (Gauso metodo atvirk²tin
e eiga).Taigi kai visi pagrindin
es i�striºain
es koe�
ientai aii 6= 0, sistematuri vieninteli� sprendini� (apibr
eºtoji).Tarkime, kad arr = 0. Jei br 6= 0 sistema neturi sprendiniu� (nesu-derintoji). Taigi jei trape
in
eje sistemoje bent vienas koe�
ientas

br+1, br+2, · · · , bm nelygus nuliui, sistema yra nesuderinta.Tarkime, kad arr = br = 0. Tai atitinka trape
in� sistem¡ sulygtimis ar−1,r−1xr−1 + ar−1,rxr = br−1 ir 0 = br.Tokia sistema gali tur
eti be galo daug sprendiniu� (arba visai ju�neturi, jei ar−1,r−1 = ar−1,r = 0 ir br−1 6= 0).Gauso metodo id
eja � elementariais pervarkiais suvesti sistem¡ prietrikampin
es (trape
in
es).Gauso metodo pirmasis ºingsnis (a11 6= 0, prie²ingu atveju galimasukeisti vietomis lygtis (matri
os eilutes)).






a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn







∼







a11 a12 · · · a1n

0 a′22 · · · a′2n

· · · · · · · · · · · ·
0 a′m2 · · · a′mn







a′2j = a2j − a1j
a21

a11
, a′3j = a3j − a1j

a31

a11
, · · · , a′mj = amj − a1j

am1

a11
.Gauso metodo antrame ºingsnyje nagrin
ejame matri
¡





a′22 · · · a′2n

· · · · · · · · ·
a′m2 · · · a′mn



, kuri turi viena eilute maºiau. Taigi po mºingsniu� gausime trape
in� (trikampin�) matri
¡.
40



1.4.5 Matri
os rangasSudarykime visus matri
os A =





a11 · · · a1n

· · · · · · · · ·
am1 · · · amn



 r-tosios eil
esminorus
Mr = M(i1, i2, · · · , ir; j1, j2, · · · , jr) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ai1j1 ai1j2 · · · ai1jr

ai2j1 ai2j2 · · · ai2jr

· · · · · · · · · · · ·
airj1 airj2 · · · airjr

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.Pasteb
ekime, kad r 6 min{m,n}. Nagrin
esime visus nelygiusnuliui minorus Mr 6= 0. Didºiausias skai£ius r (minoro eil
e) yravadinamas matri
os rangu:rang A = max
Mr 6=0

r.PavyzdysMatri
a A =





1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12



 turi keturis tre£iosios eil
es mi-norus. Jie visi yra lyg	us nuliui: ∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
5 6 7
9 10 11

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0, ∣∣∣∣
∣
∣

1 2 4
5 6 8
9 10 12

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

0, ∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 3 4
5 7 8
9 11 12

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0, ∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 3 4
6 7 8
10 11 12

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0. Tod
el rang A < 3. Ma-tri
a A turi C2
4C

3
4 = 24 antrosios eil
es minorus. Kadangi ne visi jieyra lyg	us nuliui (pavyzdºiui, M(1, 1; 1, 1) =

∣
∣
∣
∣

1 2
5 6

∣
∣
∣
∣

= −4 6= 0),rang A = 2.Matri
os A ir B, gaunamos viena i² kitos elementariaisiais pert-varkiais, yra vadinamos ekvivalen£iomis. �ymime A ∼ B.Ekvivalen£iu�ju� matri
u� rangai yra lyg	us.I�rodymas. Jei rang A tai egzistuoja matri
os A r-tosios41



M(i1, i2, · · · , ir; j1, j2, · · · , jr) 6= 0, o visi r+1-osios (ir auk²tesn
es)eil 
es minorai lyg	us nuliui. Kadangi bet kuris matri
os minoras,atliekant elementarius pertvarkius lieka lygus (arba nelygus, jeitoks buvo) nuliui, tai rang B = r.Pasteb
ekime, kad visus elementarius pervarkius galima atlikti netik su matri
os eilut
emis (tai atitinka tiesiniu� lyg£iu� sistemos pert-varkius), bet ir su stulpelius (kadangi determinantas nesikei£iatransponuojant matri
¡). Dar pasteb
ekime, kad galima ²alinti ma-tri
os nulines eilutes bei stulpelius.Bet kuri matri
a A, rang A = r yra ekvivalenti r − tosios eil
esvienetinei matri
ai: A ∼ Er.Pavyzdys




1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12



 ∼





1 2 3 4
4 4 4 4
4 4 4 4



 ∼





1 2 3 4
1 1 1 1
0 0 0 0



 ∼

(
1 2 3 4
1 1 1 1

)

∼
(

1 1 2 3
1 0 0 0

)

∼
(

1 1 1 1
1 1 0 0

)

∼
(

1 1 0 0
1 0 0 0

)

∼
(

1 1
1 0

)

∼
(

0 1
1 0

)

∼
(

1 0
0 1

)

.1.4.6 Bazinio minoro metodasTarkime, kad tiesiniu� lyg£iu� sistemos






a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · · + am2nxn = bm.42



matri
os A = ||aij ||m×n rang A = r. Tai rei²kia, kad egzistuo-ja r-tosios eil
es minoras Mr 6= 0. (�i� minor¡ vadiname baziniu).Tarkime, kad
M(1, 2, . . . , r; 1, 2, . . . , r) 6= 0. (Prie²ingu atveju galima sukeistivietomis sistemos lygtis bei pakeisti kintamu�ju� x1, x2, · · · , xn nu-merius. Jei r < m � sistemoje yra lyg£iu�, kurios gali b	uti eliminuo-tos (pa²alintos) elementariais pertvarkiais. Tod
el paliekame siste-moje r lyg£iu�. (V
eliau parodysime, kad tai padaryti visada galima,jei sistema yra suderintoji). Jei n = r turime sistem¡ su kvadratinematri
a ir detA 6= 0. Tokia sistema turi vieninteli� sprendini�, kuri�galima rasti Kramerio metodu. I²nagrin
ekime atveji�, kai n > r irperra²ykime sistem¡ taip:






a11x1 + a12x2 + · · · + a1rxr = b1 − a1,r+1xr+1 − · · · a1nxn,

a21x1 + a22x2 + · · · + a2rxr = b2 − a2,r+1xr+1 − · · · a2nxn,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ar1x1 + ar2x2 + · · · + ar2nxr = br − ar,r+1xr+1 − · · · arnxn.Kintamuosius xr+1, xr+2, · · · , xn vadiname laisvaisias, o x1, x2,

· · · , xr � baziniais. Taigi baziniu� kintamu�ju� yra r = rang A, olaisvu�ju� kintamu�ju� yra n − r. Paºym
ekime δj = bj −
n∑

s=r+1
ajsxs.Kadangi Mr 6= 0, sistem¡ sprendºiame, taikydami Kramerio for-mules

xj =
1

Mr

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 · · · δ1 · · · air

· · · · · · · · · · · · · · ·
ar1 · · · δr · · · arr

∣
∣
∣
∣
∣
∣

, j = 1, 2, . . . , r.Skleisdami ²iuos determinantus j-tojo stulpelio elementais, gau-name bendrojo sprendinio formules:
xj = γ0

j + γr+1
j xr+1 + · · · + γn

j xn, j = 1, 2, . . . , r.�ia γi
j, i = r + 1, r + 2, . . . , n � prikalauso tik nuo koe�
ientu� aij ,o γ0

j dar ir nuo b1, b2, · · · , br. Kai laisvieji kintamieji xr+1, · · · , xn43



i�gyja konkre£ias reik²mes, gauname sistemos atskir¡ji� sprendini�.Taigi kai bent vienas koe�
ientas γi
j 6= 0 sistema turi be galo daugsprendiniu�.Pavyzdys {

x+ y + z − w = 2,

x− y − z + w = 0.
{

x+ y = 2 − z + w,

x− y = z − w.

x =

∣
∣
∣
∣

2 − z + w 1
z − w −1

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 1
1 −1

∣
∣
∣
∣

= 1

y =

∣
∣
∣
∣

1 2 − z + w
1 z − w

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

1 1
1 −1

∣
∣
∣
∣

= 1 − z + w.

Bendrasis sprendinys 





x
y
z
w







=







1
1 − α+ β

α
β






;atskirieji sprendiniai 





1
1
0
0






, 





1
0
1
0






, 





1
2
0
1






.1.4.7 Homogogenin
e lyg£iu� sistema

n∑

j=1

aijxj = 0, i = 1, 2, . . . ,m.44



Homogenin
e sistema visada suderinta (turi nulini� (kitaip matem-atikoje vadinam¡ trivialu�ji�) sprendini�).
r = rang A, bendrasis sprendinys
xj = δr+1

j xr+1 + δr+2
j xr+2 + · · · + δn

j , j = 1, 2, . . . , r.Fundamentalioji sprendiniu� sistema





















δr+1
1

δr+1
2

0
· · ·
δr+1
r

1
0
0
· · ·
0
0






















,






















δr+2
1

δr+2
2

0
· · ·
δr+2
r

0
1
0
· · ·
0
0






















,






















δr+3
1

δr+3
2

0
· · ·
δr+3
r

0
0
1
· · ·
0
0






















, · · · ,






















δn−1
1

δn−1
2

0
· · ·
δn−1
r

0
0
0
· · ·
1
0






















,






















δn
1

δn
2

0
· · ·
δn
r

0
0
0
· · ·
0
1




















Paºym
ej� ²iuos atskiruosius sprendinius H1, H2, · · · , Hn−r, betkuri� homogenin
es sistemos sprendini� galime uºra²yti taip

(x1 x2 · · · xn)T = C1H1 +C2H2 + · · · + Cn−rHn−r,
Cj � konstantos. Taigi homogenin
e sistema turi vieninteli� nulini�sprendini� tada ir tik tada, kai rang A = n.1.4.8 Kronekerio ir Kapelio teorema

n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, . . . ,m.Sistemos matri
a A = ||aij ||m×n, i²pl
estoji matri
a
(A|B) =







a11 · · · a1n b1
a21 · · · a2n b2
· · · · · · · · · · · ·
am1 · · · amn bm






.45



Teorema. Tiesiniu� lyg£iu� sistema yra suderinta tada ir tik tada,kai rang A = rang (A|B).Sistema yra apibr
eºta, kai rang A = n.Bendrojo sprendinio strukt	uraNehomogenin
es Homogenin
es Nehomogenin
eslygties lygties lygtiesbendrasis = bendrasis + atskirasissprendinys sprendinys sprendinys1.5 Vektoriai1.5.1 Pagrindin
es s¡vokosSkaliariniai ir vektoriniai dydºiai.Atkarpos ilgis ir kryptis.Lyg	us vektoriai.Koliniarieji ir komplanarieji vektoriai.Vektoriu� sud
etis ir atimtis.Vektoriaus dauginimas i² skai£iaus.Nulinis vektorius.1.5.2 Veiksmu� su vektoriais savyb
es1. ~a+~b = ~b+ ~a (vektoriu� sud
eties komutatyvumas);2. (

~a+~b
)

+ ~c = ~b+ (~a+ ~c) (vektoriu� sud
eties aso
iatyvumas);3. ∃~0 : ~a+~0 = ~a ∀~a (nulinio vektoriaus egzistavimas);4. ∃(−~a) : ~a+ (−~a) = ~0 (prie²ingo vektoriaus egzistavimas);5. (α · β) · ~a = α · (β · ~a) ∀α, β,~a (skai£iu� daugybos ir vektoriausdaugybos i² skai£iaus distributyvumas);6. (α + β) · ~a = α~a + β~a ∀α, β,~a (skai£iu� sud
eties ir vektoriausdaugybos i² skai£iaus distributyvumas);7. α(

~a+~b
)

= α~a+ α~b ∀α,~a,~b (daugybos i² skai£iaus ir vektoriu�46



sud
eties distributyvumas);8. 1 · ~a = ~a (vektoriaus daugyba i² vieneto).1.5.3 Tiesin
e erdv
eTarkime, kad algebrin
e strukt	ura (A,+) yra grup
e ir jos elemen-tams apib
eºta daugyba i² skai£iaus: λa ∈ A ∀a ∈ A ∀λ ∈ R(arba C).Jei daugyba i² skai£iaus turi 5. � 8. savybes, strukt	ur¡ (A,+) vadi-name tiesine (vektorine) erdve, o jos elementus � vektoriais.PavyzdysAib
eje Rn = R × · · · × R = {~x = (x1, x2, . . . , xn), xj ∈ R} api-br
eºtos opera
ijos: ~x+ ~y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),
λ~x = (λx1, λx2, . . . , λn).�ios aib
es elementus vadiname n-ma£iais vektoriais.PavyzdysTarkime, kad Pn(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 � n-tojo laipsnio polinomas. Tada opera
iju� Pn(x) +Qn(x) ir λPn(x)rezultatas irgi yra n-tojo laipsnio polinomai ir ²ios opera
ijos turi1. � 8. savybes. Tod
el aib
e {Pn(x)} yra vektorin
e erdv
e.1.5.4 Vektoriu� tiesinis darinysTarkime, kad turime n vektoriu� ~a1, ~a2, · · · , ~an ir skai£iu� α1, α2,

· · · , αn. Vektorius
~y = α1~a1 + α2~a2 + · · · + αn~anvadinamas vektoriu� ~aj, j = 1, 2, . . . , n tiesiniu� dariniu (kombina
i-ja); skai£iai αj � tiesinio darinio koe�
ientai.Tiesiniu� dariniu� savyb
esJei visi vektoriai ~aj yra kolinear	us vektoriui ~z, tai tiesinis darinys

~y =
n∑

j=1
αj~aj irgi kolinearus vektoriui ~z.Jei vektoriai ~aj yra komplanar	us, vektoriai ~y =

n∑

j=1
αj~aj , ~a1, . . .,47



~an irgi yra komplanar	us.Sakome, kad vektorius ~y yra i²reik²tas vektoriais ~a1, ~a2, · · · , ~an,kai ~y =
n∑

j=1
αj~aj.1.5.5 Baz
es erdv
eje ir plok²tumojeBaze erdv
eje vadinami trys nekomplanar	us vektoriai ~e1, ~e2, ~e3(paimti nurodyta tvarka).Baze plok²tumoje vadinami bet kurie du nekolinear	us vektoriai(paimti nurodyta tvarka).Baze ties
eje vadinamas bet kuris nenulinis vektorius ²ioje ties
eje.Kai ~e1, ~e2, ~e3 yra baz
e, bet kuris vektorius ~x gali b	uti vienareik²mi²kaii²reik²tas baz
es vektoriais:

~x = x1 ~e1 + x2 ~e2 + x3 ~e3.Skai£iai x1, x2, x3 yra vadinami vektoriaus ~x koordinat
emis (kom-ponent
emis) baz
eje ~e1, ~e2, ~e3.Vektoriaus koordinat
es priklauso nuo baz
es. Toje pa£ioje baz
ejekoordinat
es nustatomos vienareik²mi²kai.Lyg	us vektoriai turi vienodas koordinates.Dauginant vektoriu� i² skai£iaus, visos jo koordinat
es dauginamosi² to skai£iaus:
α ·~x = α · (x1~e1 + x2~e2 + x3~e3) = (α ·x1)~e1 +(α ·x2)~e2 +(α ·x3)~e3.Sudedamu� vektoriu� koordinat
es sudedamos:

~a+~b = (a1~e1 + a2~e2 + a3~e3) + (b1~e1 + b2~e2 + b3~e3) =

(a1 + b1)~e1 + (a2 + b2)~e2 + (a3 + b3)~e3.48



1.5.6 Vektoriu� tiesin
e priklausomyb
eVektoriai ~a1, ~a2, · · · , ~an yra vadinami tiesi²kai priklausomais, kaiegzituoja tokie koe�
ientai α1, α2, · · · , αn (ne visi lyg	us nuliui:
α2

1 + α2
2 + · · · + α2

n 6= 0), kad
α1~a1 + α2~a2 + · · · + αn~an = ~0.Teorema. Vektoriu� sistema ~a1, ~a2, · · · , ~an yra tiesi²kai priklauso-ma tada ir tik tada, kai ∃~ai:

ai = λ1~a1 + λ2~a2 + · · · + λi−1~ai−1 + λi+1~ai+1 + · · · + λn~an.I�rodymas. Tarkime, kad vektoriai x1, . . ., xn yra tiesi²kai priklau-somi. Tada ∃α1, . . . , αn:
α1~a1 + · · · + αn~an = ~0.Kadangi ne visi αj = 0, pasirinkime αi 6= 0. Taigi

~ai = −α1

αi
~a1 − · · · − αn

αi
~an.Tod
el turime λj = −αj

αi
, kai j 6= i, ir λi = 1.Tarkime, kad ∃~ai: ai = λ1~a1 + · · · + λn~an. Tada paimkime αj =

λj , kai j 6= i ir λi = −1 ir gausime, kad vektoriai yra tiesi²kaipriklausomi.Tarkime, kad
~a1, ~a2, . . . , ~am ∈ Rn = {(x1, x2, . . . , xn), xj ∈ R, j = 1, 2, . . . , n}.I²sia²kinkime, ar jie yra tiesi²kai priklausomi.
α1








a11

a21...
an1








+ α2








a12

a22...
an2








+ · · · + αm








a1m

a2m...
anm








=








0
0...
0







.49



I² £ia gauname tiesiniu� homogeniniu� lyg£iu� sistem¡:
a11α1 + a12α2 + · · · + a1mαm = 0

a21α1 + a22α2 + · · · + a2mαm = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1α1 + an2α2 + · · · + anmαm = 0Vektoriai ~a1, . . ., ~am yra tiesi²kai priklausomi tada ir tik tada, kai ²ihomogenin
e sistema turi nenulini� sprendini�. Taigi kai m = rang Asistema turi vieninteli� nulini� sprendini� ir vektoriai yra tiesi²kainepriklausomi. Pasteb
ej�, kad min{m,n} > rang A, gauname,kad daugiau kaip n n-ma£iu� vektoriu� visada yra tiesi²kai priklau-somi. Pavyzdºiui, visada yra priklausomi bet kurie 3 vektoriaiplok²tumoje arba 4 vektoriai erdv
eje.1.5.7 Dekarto koordinat
esDekarto koordinat
emis erdv
eje vadinamas nurodytas ta²kas ir nurody-ta erdv
es baz
e. Nurodytas ta²kas vadinamas koordina£iu� pradºia.Ties
es, lygiagre£ios baz
es vektoriams vadinamos: pirmoji � abs
isiu�a²is, antroji � ordina£iu� a²is ir tre£ioji � aplika£iu�.Tarkime, kad O yra koordina£iu� pradºios ta²kas, ~e1, ~e2, ~e3� baz
es vektoriai. Bet kurio erdv
es ta²ko M koordinat
emis na-grin
ejamoje koordina£iu� sistemoje vadinsime vektoriaus →

OM (vek-toriaus spindulio) koordinates:
→
OM= α1~e1 + α2~e2 + α3~e3.Skai£iai α1, α2, α3 vadinami vektoriaus ta²ko M koordinat
emis(abs
is
e, ordinat
e ir aplikat
e). 50



Raskime vektoriaus →
AB koordinates:
→
AB=

→
AO +

→
OB=

→
OB −

→
OA=

= b1~e1 + b2~e2 + b3~e3 − a1~e1 − a2~e2 − a3~e3 =

(b1 − a1)~e1 + (b2 − a2)~e2 + (b3 − a3)~e3Sakome, kad baz
e ~e1, ~e2, ~e3 yra ortogonalioji, kai ~ei⊥~ej , (∀i 6=
j). Jei dar |~ej | = 1, baz
e � ortonormuotuoji. Dekarto koordinat
essu ortonormuot¡ja baze vadinamos sta£iakamp
emis koordinat
emis.1.5.8 Atkarpos dalijimas duotuoju santykiuTarkime, kad A(xa, ya, za) 6= B(xb, yb, zb). Raskime toki� atkarpos
AB ta²k¡ M(x, y, z), kad |AM |

|AB| = λ, 0 < λ < 1.Turime
→
AM= λ

→
AB .Perra²ykime ²i¡ lygyb� koordinat
emis (x − xa, y − ya, z − za) =

λ(xb − xa, yb − ya, zb − za). Taigi
x = xa + λ(xb − xa), y = ya + λ(yb − ya), z = za + λ(zb − za).Kai λ = 1

2 M yra atkarpos vidurio ta²kas: M(xa+xb

2 , ya+yb

2 , za+zb

2 ).Kai λ = 0 M = A ir kai λ = 1 M = B. Pasteb
ekime, kad Myra ties
es AB ta²kas, kuris nepriklauso atkarpai AB, jei λ > 1arba λ < 0. Pavyzdºiui, kai λ = −1, turime →
AM= −

→
AB ir Ayra atkarpos MB vidurio ta²kas. Kai λ = 2 B yra atkarpos AMvidurio ta²kas.1.5.9 Vektoriu� skaliarin
e sandaugaSusitarkime, kad kampas ϕ tarp vektoriu� →

AB ir →
AC yra intervale

0 ≤ ϕ ≤ π.51



6 pav. Kampas tarp vektoriu�Apibr
eºimasDvieju� vektoriu� →
AB ir →

AC skaliarine sandauga vadinamas skai£ius
(

→
AB,

→
AC) =

∣
∣
∣
∣

→
AB

∣
∣
∣
∣
·
∣
∣
∣
∣

→
AC

∣
∣
∣
∣
· cosϕSkaliarin
es sandaugos savyb
es1. (~a,~b) = (~b,~a) (komutatyvumas).2. (~a,~a) = |~a|2. 52



3. (~a,~b) = 0 tada ir tik tada, kai ~a⊥~b arba ~a = ~0, arba ~a = ~0.4. Jei ~e1, ~e2, ~e3 yra ortonormuotoji baz
e, tai (~ei, ~ej) = δij .35. (α~a,~b) = α(~a,~b).6. (~a+~b,~c) = (~a,~c) + (~b,~c).7. Jei ~a = α1~e1 + α2~e2 +α3~e3, ~b = β1~e1 + β2~e2 + β3~e3 ir ~e1, ~e2, ~e3yra ortonormuotoji baz
e, tai (~a,~b) = α1β1 + α2β2 + α3β3.Taigi, kai ~a = (α1, α2, α3) � vektoriaus koordinat
es ortonor-muotoje baz
eje, jo ilgis
|~a| =

√

α2
1 + α2

2 + α2
3.Kampo tarp vektoriu� kosinusas ²iuo atveju i²rei²kiamas taip:

cosϕ =
(~a,~b)

|~a|
∣
∣
∣·~b

∣
∣
∣

.Atstumas tarp ta²ku� X(x1, x2, x3) ir Y (y1, y2, y3) Dekarto sta£i-akamp
eje koordina£iu� sistemoje lygus
∣
∣
∣
∣

−→
XY

∣
∣
∣
∣
=

√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + (y3 − x3)2.Krypties kosinusaiTarkime, kad ~i = (1, 0, 0), ~j = (0, 1, 0), ~k = (0, 0, 1) � Dekartosta£iakampiu� koordina£iu� sistemos a²yse esantys vienetiniai vekto-riai (ortai). Tada
(~i,~i) = (~j,~j) = (~k,~k) = 1,

(~i,~j) = (~i,~k) = (~j,~k) = 0.Kai ∣
∣
∣
∣

−→

XY 0

∣
∣
∣
∣

= 1, turime (
−→

XY 0,~i

)

= cosα, (
−→

XY 0,~j

)

= cosβ,
(

−→

XY 0, ~k

)

= cos γ. Taigi −→

XY 0= cosα, cos β, cos γ).3Priminkime, kad δij =

(
1, kai i = j

0, kai i 6= j
� Kronekerio simbolis.53



Aksiominis skaliarin
es sandaugos apibr
eºimasTarkime, kad E vektorin
e erdv
e. Skai£ius (~x, ~y) (∀~x, ~y ∈ E) yravadinamas vektoriu� ~x ir ~y skaliarine sandauga, kai galioja ²iosaksiomos:1. (~x, ~y) = (~y, ~x);2. (λ~x, ~y) = λ(~x, ~y);3. (~x+ ~y, ~z) = (~x, ~z) + (~y, ~z);4. (~x, ~x) > 0, ~x 6= ~0; (~0,~0) = 0.Realioji vektorin
e erdv
e, kurioje apibr
eºta skaliarin
e sandauga,vadinama Euklido erdve.Skaliarin� sandaug¡ galima apibr
eºti i�vairiais b	udais.1.5.10 Vektoriu� vektorin
e sandaugaApibr
eºimasVektoriu� ~x ir ~y vektorine sandauga vadinamas toks vektorius
[~x, ~y] = ~z, kad1) |~z| = |~x| · |~y| · sinϕ, ϕ � kampas tarp vektoriu� ~x ir ~y;2) ~z⊥~x ir ~z⊥~y;3) vektoriaus ~z krypti� parinkime taip, kad ºi	urint i² ~z galo, vekto-rius ~a sutaps su vektoriumi ~y, pasukus ji� kampu ϕ prie² laikrodºiorodykl�.
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7 pav. Vektoriu� vektorin
e sandauga 0Pasteb
ekime, kad vektorin
e sandauga antikomutatyvi: [~y, ~x] =
− [~x, ~y]. Jos geometrin
e prasm
e: vektoriaus ~z = [~x, ~y] ilgis |~z| =
|~x|·|~y|·sinϕ lygus lygiagretainio, sudaromo vektoriais ~x ir ~y, plotui.Vektorin
e sandauga kartais ºymima ~x× ~y, o skaliarin
e � ~x · ~y.I² vektorin
es sandaugos apibr
eºimo i²plaukia:

~i×~i = ~j ×~j = ~k × ~k = ~0,

~i×~j = ~k, ~j × ~k =~i, ~k ×~i = ~j,

~j ×~i = −~k, ~k ×~j = −~i, ~i× ~k = −~j.55



Rei²kimas koordinat
emis
~a×~b = (ax

~i+ ay
~j + az

~k) × (bx~i+ by~j + bz~k) =

= axbx(~i×~i) + axby(~i×~j) + axbz(~i× ~k) +

+aybx(~j ×~i) + ayby(~j ×~j) + aybz(~j × ~k) +

azbx(~k ×~i) + azby(~k ×~j) + azbz(~k × ~k) =

=~i(aybz − azby) +~j(azbx − axbz) + ~k(axby − aybx) =

=~i

∣
∣
∣
∣

ay az

by bz

∣
∣
∣
∣
−~j

∣
∣
∣
∣

ax az

bx bz

∣
∣
∣
∣
+ ~k

∣
∣
∣
∣

ax ay

bx by

∣
∣
∣
∣
.Taigi

~a×~b =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k
ax ay az

bx by bz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.1.5.11 Vektoriu� mi²rioji sandaugaApibr
eºimasTriju� vektoriu� ~a, ~b ir ~c mi²ri¡ja sandauga vadinamas skai£ius
(~a, [~b,~c]), kuri� ºym
esime ir taip (~a,~b,~c).Skai£iaus (~a,~b,~c) modulis lygus gretasienio, sudaryto vektoriais
~a, ~b ir ~c t	uriui. Mi²rioji nenuliniu� vektoriu� sandauga lygi nuliuitada ir tik tada, kai vektoriai yra nekomplanar	us.

(~a,~b,~c) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

ax ay az

bx by bz
cx cy cz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.
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1.6 Ties
es ir plok²tumos1.6.1 Lygtys ir ta²ku� aib
esSferos lygtisTarkime, kad erdv
eje apibr
eºta Dekarto sta£iakamp
e koordina£iu�sistema (O,~i,~j,~k). Sfera su 
entru ta²ke C(x0, y0, z0) ir spinduliu
r yra erdv
es ta²ku�, kuriu� atstumas nuo ta²ko C lygus r, aib
e.Paºym
ekime bet kurio tokio ta²ko M koordinates x, y, z. Taigi

∣
∣
∣
∣

−→
CM

∣
∣
∣
∣
= r.Arba √

(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r.I² £ia gauname sferos lygti� duotoje koordina£iu� sistemoje
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2.Tarkime, kad z = c. Tada turime apskritimo lygti�

(x− a)2 + (y − b)2 = r2.Bendru atveju linijos lygtis plok²tumoje uºra²oma taip:
F (x, y) = 0.Pasteb
ekime, kad atveji� z = c reikia skirti nuo atvejo z - bet kurisrealusis skai£ius, kai turime 
ilindro lygti�:

F (x, y) = 0, x, y, z ∈ RErdv
es ta²ku� aib
es gali b	uti i²reik²tos lygtimis ir nelygyb
emis
F (x, y, z) = 0, G(x, y, z) > 0.57



Pavyzdºiui, rutulio su 
entru ta²ke C(x0, y0, z0) ir spinduliu rta²kams galioja nelygyb
e
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 6 r2.Pasteb
ekime dar, kad lygtis

F (x, y, z) − |F (x, y, z)| = 0ekvivalenti nelygybei F (x, y, z) > 0.Algebrin
es lygtys ir pavir²iaiApibr
eºimasAlgebrinis pavir²ius � ta²ku�, apibr
eºtu� lygtimi
A1x

k1yl1zm1 +A2x
k2yl2zm2 + · · · +Asx

ksylszms = 0aib
e. Skai£ius n = max
j=1,2,...,s

kj + lj +mj vadinamas ²ios algebrin
eslygties eile ir algebrinio pavir²iaus laipsniu. Kai i� lygti� nei�einakintamasis z, turime n - tosios eil
es (laipsnio) linija:
A1x

k1yl1 +A2x
k2yl2 + · · · +Asx

ksyls = 0. (∗)Teorema (eil 
es invarianti²kumas)Jei linija (pavir²ius) kurioje nors Dekarto koordina£iu� sistemojeapra²oma (*) lygtimi, tai bet kurioje kitoje Dekarto koordina£iu�sistemoje ji i²rei²kiama to pa£io pavidalo ir tos pa£ios eil
es lygtimi.I�rodymas. Koordina£iu� sistemos pakeitimas rei²kia nauju� koordina£iu�i�vedim¡:
x = a1

1x
′ + a1

2y
′ + a1

0,

y = a2
1x

′ + a2
2y

′ + a2
0.I�sta£ius ²iuos rei²kinius i� (*) lygti�, gausime to pa£io laipsnio poli-nom¡. 58



1.6.2 Parametrin
es kreiv
es ir pavir²iaus lygtysTarkime, kad kreiv
e yra judan£io ta²ko trajektorija. Jei kiekvienulaiko t momentu yra ºinoma ta²ko (x, y, z) pad
etis, tai jo koordi-nat
es yra parametro t funk
ijos






x = ϕ(t),

y = ψ(t),

z = χ(t), t ∈ R.�ios lygtys yra vadinamos kreiv
es erdv
eje parametrin
emis lygtimis.Kai n
era koordinat
es z, turime kreiv� plok²tumoje. Parametro t�zikin
e prasm
e n
era svarbi.PavyzdºiaiParametrin
es lygtys
x = r cos t, y = r sin tapibr
eºia apskritim¡ plok²tumoje su 
entru koordina£iu� pradºiojeir spinduliu r.Tarkime, kad turime dar ir toki� kintam¡ji� z:

x = r cos t, y = r sin t, z = at.Tai yra vadinamos sraigtin
es kreiv
es parametrin
es lygtys. Jipriklauso spindulio r 
ilindrui.
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8 pav. Sraigtin
e kreiv
e ir 
ilindrinis pavir²iusApibendrinkime parametrines lygtis ir i�veskime du parametrus:






x = ϕ(u, v),

y = ψ(u, v),

z = χ(u, v), (u, v) ∈ R×R.�ios lygtys vadinamos pavir²iaus parametin
emis lygtimis.K	ugio parametrin
es lygtys






x = vf(u),

y = vg(u),

z = vh(u), (u, v) ∈ R×R.60



9 pav. K	ugis1.6.3 Tiesiu� ir plok²tumu� lygtysPirmosios eil
es linijos ir pavir²iaiPirmosios eil
es arba tiesine lygtimi vadinama
Ax+By + Cz +D = 0.Reikalaujama dar A2 +B2 +C2 6= 0. Kai i� lygti� nei�eina z, turimeties
es ta²k¡ (x, y) plok²tumoje.Teorema. Pirmosios eil
es lygtimi i²rei²kima tam tikra plok²-tuma (ties
e). Bet kurios plok²tumos (ties
es) ta²kai yra pirmosioseil
es lygties sprendiniai. 61



Ties
es parametrin
es lygtysTarkime, kad ties
e l eina per ta²k¡ A(ax, ay, az) lygiagre£iai vek-toriui ~r = (rx, ry, rz). Tada bet kuriam ties
es l ta²kui M(x, y, z)turime −→
AM ||~r. Arba

−→
AM= t~r, t ∈ R.Taigi turime ties
es l parametrines lygtis:







x− ax = trx,

y − ay = try,

z − az = trz, t ∈ R

.Tarkime, kad nagrin
ejama ties
e plok²tumoje z = az. Tada ties
eslygti� pertvarkome taip:
x− ax

ry
=
x− ay

rx
= t.Paºym
ej� A = 1

ry
, B = − 1

rx
, gauname ties
es lygti�

A(x− ax) +B(y − ay) = 0arba
Ax+By +C = 0, C = −Aax −Bay.Tarkime, kad B 6= 0. Tada ties
es lygti� galima i²spr�sti ordinat
esatºvilgiu:

y = kx+ b, k = −A
B
, b = −C

B
.
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10 pav. Ties
e plok²tumoje

11 pav. Kampas tarp tiesiu� plok²tumojeKoe�
ientas k = tanϕ vadinamas ties
es krypties koe�
ientu.Kampas tarp dvieju� tiesiu� y = k1x+b1 ir y = k2x+b2 plok²tumoje63



γ = ϕ2 − ϕ1 ir gali b	uti apskai£iuotas taip:
tan γ =

tanϕ2 − tanϕ1

1 + tanϕ1 tanϕ2
=

k2 − k1

1 + k1k2
.Ties
es yra statmenos, kai γ = π

2 arba tan γ = ∞. Taigi turime
1 + k1k2 = 0 arba

k1 = − 1

k2Ties
es yra lygiagre£ios, kai γ = 0 t. y.
k1 = k2Plok²tumos parametrin
es lygtysTarkime, kad plok²tuma α eina per ta²k¡ A(ax, ay, az) lygiagre£iainekolinieariems vektoriams ~r1 = (r1x, r

1
y , r

1
z) ir ~r2 = (r2x, r

2
y, r

2
z).Tada bet kuriam plok²tumos α ta²kui M(x, y, z) vektorius −→

AMyra plok²tumoje α ir gali b	uti i²reik²tas nekolinieariais vektoriais
~r1, ~r2:

−→
AM= t1 ~r1 + t2 ~r2.Taigi gauname plok²tumos α parametrines lygtis:







x− ax = t1r1x + t2r2x,

y − ay = t1r1y + t2r2y,

z − az = t1r1z + t2r2z , t ∈ R
.Ties
es ir plok²tumos vektorin
es lygtysTarkime, kad plok²tuma α eina per ta²ka R0(x0, y0, z0) ir yrastatmena vektoriui ~n = (A,B,C), kuris vadinamas plok²tumos αnormaliuoju vektoriumi. Paºym
ekime vektoriu� spinduli� −→

OR0=
~r0 = (x0, y0, z0). Esant bet kuriam plok²tumos ta²kui R(x, y, z),64



vektorius −→
R0R yra statmenas plok²tumai α. Jei ~r =

−→
OR= (x, y, z),gauname plok²tumos α vektorin� lygti�:

(~r − ~r0, ~n) = 0.Perra²ome ²i¡ lygti� koordinat
emis:
(x− x0)A+ (y − y0)B + (z − z0)C = 0arba

Ax+By + Cz +D = 0, D = −Ax0 −By0 − Cz0.Tarkime, kad i� visus rei²kinius nei�eina koordinat
e z. Tada turimevektorius ~r, ~r0, ~n plok²tumoje ir lygtimi Ax+By+C̃ = 0 i²rei²kia-ma ties
e, einanti per plok²tumos ta²k¡ R0(x0, y0) statmenai vek-toriui ~n = (A,B).Tiesiu� ir plok²tumu� statmenumasDvi plok²tumos (ties
es) α1 ir α2 yra statmenos, kai ju� normaliejivektoriai ~n1 ir ~n2 yra statmeni. Kai plok²tumos (ties
es) α1 ir α2i²rei²kiamos lygtimis
A1x+B1y + C1z +D1 = 0, (α1)

A2x+B2y + C2z +D2 = 0, (α2)normalu�ju� vektoriu� ~n1 = (A1, B1, C1), ~n2 = (A2, B2, C2) stat-menumo s¡lyga:
(~n1, ~n2) = A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0Plok²tumos (ties
es) yra lygiagre£ios, kai ju� normalieji vektoriai yrakolinear	us: ~n1 = α~n2. Arba lygiagretumo s¡lygos koordinat
emis:

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C265



PavyzdysRaskime plok²tumos, einan£ios per ta²k¡ M(1, 1, 1) lygiagre£iaiplok²tumai Oyz, lygti�.Sprendimas. Plok²tumos Oyz normalusis vektorius yra~i = (1, 0, 0).Taigi A = 1, B = C = 0 ir ie²komos plok²tumos lygtis yra
x+D = 0. Kai D = −1 plok²tuma eina per ta²k¡ M .Ties
es erdv
eje lygtysTies
e erdv
eje gali b	uti apibr
eºta kaip dvieju� plok²tumu� susikirti-mas: {

A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0.Ties
e apibr
eºta, kai ²ios dvi plok²tumos n
era lygiagre£ios. Tairei²kia, kad rang (
A1 B1 C1

A2 B2 C2

)

= 2.�i lygyb
e galioja tada ir tik tada, kai bent vienas i² triju� determinantu�nelygus nuliui
∣
∣
∣
∣

A1 B1

A2 B2

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

A1 C1

A2 C2

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

B1 C1

B2 C2

∣
∣
∣
∣Tarkime, kad i� ²i¡ sistem¡ nei�eina kintamasis z. Tada sistemossprendinys yra tiesiu� susikirtimo ta²kas. �is ta²kas yra vienintelis,kai pirmasis determinantas nelygus nuliui.1.6.4 Tiesiu� ir plok²tumu� pagrindinai uºdaviniaiTies
es, einan£ios per du ta²kus, lygtisTarkime, kad ties
e eina per du erdv
es ta²kus M1(x1, y1, z1),

M2(x2, y2, z2). Tada bet kuriam ties
es ta²kui M(x, y, z) turime66



−→
M1M ||

−→
M1M2. Arba

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1
z2 − z1

.Plok²tumos, einan£ios per tris ta²kus, lygtisTarkime, kad plok²tuma eina per tris ta²kus M1(x1, y1, z1),
M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3), kurie nepriklauso vienai tiesei. Ta-da, esant bet kuriam plok²tumos ta²kuiM(x, y, z), vektoriai −→

M1M ,
−→

M1M2 ir −→
M1M3 yra komplanar	us. Taigi ( −→

M1M,
−→

M1M2,
−→

M1M3

)

=

0. Arba koordinat
emis:
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x− x1 y − y1 z − z1
x− x2 y − y2 z − z2
x− x3 y − y3 z − z3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.Pasteb
ekime, kad jei vektoriai −→
M1M2 ir −→

M1M3 yra kolinear	us, ²isdeterminantas tapa£iai lygus nuliui.Ties
es ir plok²tumos lygiagretumo s¡lygosTies
e ~r − ~r0 = t~a yra lygiagreti plok²tumai (arba yra ²ioje plok²-tumoje) Ax + By + Cz + D = 0, kai vektorius ~a yra statmenasplok²tumos normaliajam vektoriui ~n = (A,B,C). Arba
(~a, ~n) = 0.Tarkime, kad ties
e apibr
eºta tiesin
emis lygtimis

{

A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0.67



Tada vektoriu� ~a galima rasti kaip ²iu� plok²tumu� normaliu�ju� vektoriu�
~n1 = (A1, B1, C1) ir ~n2 = (A2, B2, C2) vektorin� sandaug¡

~a = ~n1 × ~n2 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k
A1 B1 C1

A2 B2 C2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

12 pav. Ties
es ir plok²tumu� lygiagretumasTod
el ties
es ir plok²tumos lygiagretumo s¡lyg¡ galima uºra²ytitaip:
∣
∣
∣
∣
∣
∣

A B C
A1 B1 C1

A2 B2 C2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.68



Lygtys atkarpomisPlok²tumos atkarpomis lygtis
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1.Skai£iu� a, b, c geometrin
e prasm
e parodyta 13 pav.

13 pav. Plok²tumos apibr
eºimas atkarpomisTies
es lygtis atkarpomis
x

a
+
y

b
= 1.69



Ta²ko atstumas nuo plok²tumosTarkime, kad plok²tumos lygtis yra
(~r − ~r0, ~p, ~q) = 0, ~r = (x, y, z), ~r0 = (x0, y0, z0)Raskime ta²ko M1(x1, y1, z1) atstum¡ nuo ²ios plok²tumos. Plok²-tuma eina per ta²k¡ M0(x0, y0, z0) ( −→

OM0= ~r0). Gretasienio, su-daromo vektoriais −→
M0M , ~p, ~q t	uris lygus V =

∣
∣
∣
∣

(
−→
M0M, ~p, ~q

)∣
∣
∣
∣
.Ta²koM0 atstumas h nuo plok²tumos yra ²ito gretasienio auk²tin
e.Kadangi V = Sh, turime h =

V

S
. �ia S = |~p× ~q| � gretasieniopagrindo plotas. Taigi

h =
|(~r1 − ~r0, ~p, ~q)|

|~p× ~q| .Vektoriu� ~p, ~q vektorin� sandaug¡ galima pakeisti plok²tumos nor-maliuoju vektoriumi ~n = (A,B,C). Tada
h =

|(~r1 − ~r0, ~n)|
|~n| .Paºym
ej� D = −Ax0 − By0 − Cz0, (tai rei²kia, kad ta²kas M0prikauso plok²tumai Ax+By + Cz +D = 0) gauname

(~r1 − ~r0, ~n) = (x1 − x0)A + (y1 − y0)B + (z1 − z0)C = Ax1 +
By1+Cz1+D. Taigi ta²koM1(x1, y1, z1) atstumas nuo plok²tumos
Ax+By + Cz +D = 0 lygus

h =
|Ax1 +By1 + Cz1 +D|√

A2 +B2 + C2
.Ta²ko atstumas nuo ties
esPlok²tumos ta²koM1(x1, y1) atstumas nuo ties
es Ax+By+C = 0lygus

h =
|Ax1 +By1 + C|√

A2 +B2
.70



Atstumas tarp nelygiagre£iu� tiesiu� erdv
ejeTiesiu� einan£iu� per ta²kus M1(x1, y1, z1) ir M2(x2, y2, z2) lygia-gre£iai vektoriams ~a1 = (a1x, a1y, a1z) ir ~a2 = (a2x, a2y, a2z) lygtysyra
~r − ~r1 = t~a1, ~r − ~r2 = t~a2, ~r = (x, y, z), t ∈ R.Atstumas tarp ²iu� tiesiu�

h =
|(~r2 − ~r1,~a1,~a2)|

|~a1 × ~a2|
.
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Skyrius 2Laboratoriniai darbai2.1 Pirmasis laboratorinis darbasAlgebrin
es opera
ijos MAPLE terp
ejeSumos, atimties, sandaugos, dalybos opera
ijoms ºym
etinaudojame simbolius +, -, *, / , o k
elim¡ laipsniu ºymimesimboliu ^.
> (z+a*y-x)^3;

(z + a y − x)3Simboliui r suteikiame rei²kinio reik²m� naudodami priskyrimoºenkl¡ :=. Jei komand¡ uºbaigsime simboliu : (o ne ; ), ji busi�vykdyta, o rezultatas nebus spausdinamas ekrane:
> r:=(z+a*y-x)^3:Priskirt¡ji� simboliui rei²kini� galime atspausdinti ekranenaudodami komand¡ print:
> print(r);

(z + a y − x)372



Algebrini� rei²kini� r := (z + a y − x)3 i²skleisime naudodamikomand¡ expand:
> r1:=expand(r);
r1 := z3 + 3 z2 a y − 3 z2 x+ 3 z a2 y2 − 6 z a y x+ 3 z x2+

+a3 y3 − 3 a2 − y2 x+ 3 a y x2 − x3o norimu b	udu sur	u²iuosime komanda sort :
> sort(r1);

y3 a3 − 3x y2 a2 + 3 y2 a2 z + 3x2 y a− 6x y a z+

+3 y a z2 − x3 + 3x2 z − 3x z2 + z3Simboliu % ºymimas paskutinis skai£iavimu� rezultatas. Jeinorime sur	u²iuoti rei²kini� pagal kintamojo x laipsnius, ra²ometoki¡ komand¡:
> sort(%,[x℄);

−x3 + 3 y a x2 + 3 z x2 − 6 y a z x− 3 y2 a2 x−
−3 z2 x+ 3 y a z2 + 3 y2 a2 z + y3 a3 + z3Nurod� papildom¡ r	u²iavimo tvark¡, gausime kitoki� rezultat¡:

> sort(%,[x,y℄);
−x3 + 3 ax2 y − 3 a2 x y2 + a3 y3+

+3 z x2 − 6 a z x y + 3 a2 z y2 − 3 z2 x+ 3 a z2 y + z3Kartais patogu skai£iavimo rezultatus pakomentuoti arba tiesiogi�vardinti. Tai galime padaryti tarp pasviru�ju� kabu£iu� `... `:
> `skleidinys pagal x,y,z`=sort(%,[x,y,z℄);

skleidinys pagal x , y , z = −x3 + 3 ax2 y+

+3x2 z − 3 a2 x y2 − 6 ax y z − 3x z2 + a3 y3

+ 3 a2 y2 z + 3 a y z2 + z373



�i� rei²kini� sugrupuosime pagal kintamu�ju� laipsnius naudodamifunk
ij¡ 
olle
t:
> 
olle
t(r,x);

−x3 + (3 z + 3 a y)x2 + ((z + a y) (−2 z − 2 a y)−
−(z + a y)2)x+ (z + a y)3Komand¡ fa
tor naudojame rei²kiniui i²skaidyti dauginamaisiais:

> fa
tor(%);
−(x− z − a y)3Jei norime apskai£iuoti algebrinio rei²kinio reik²m�, atitinkan£i¡konkre£ias jo argumentu� arba parametru� reik²mes, naudojameoperatoriu� subs:

> subs(x=2,a=1,r);
(z + y − 2)3Kai norime skai£iavimus tiesiog pakomentuoti, galime i�ra²ytikomentar¡ komandin
eje eilut
eje, atskirdami ji� ºenklu #:

> a:=2:x:=1:y:=3:z:=5:r;#r reik²m
e ta²ke (1,3,5),a=2
1000Pasteb
ekime, kad, naudojant komand¡ subs, kintamieji a, x, y,z liko laisvi, o dabar, naudojant priskyrimo ºenkl¡ :=,kintamiesiems negri�ºtamai buvo priskirtos skaitin
es reik²m
es:

> print(r1);
1000Nor
edami atlaisvinti kintamu�ju� reik²mes, naudojame komand¡restart. Tur
ekime omenyje, kad ji panaikina visus ankstesniu�skai£iavimu� rezultatus.

> restart: 74



Rei²kinio algebrin� i²rai²k¡ galime pakeisti komanda 
onvert.Kei£iame de²imtaini� skai£iu� trupmena:
> 
onvert( 3.14,fra
tion );

157

50Ra
ionalu�ji� rei²kini�
> f:=(x)-> (x^5+x^2+2)/(x^2-1);

f := x→ x5 + x2 + 2

x2 − 1galime i²reik²ti sveikosios dalies (daugianario) ir taisyklingu�ju�ra
ionaliu�ju� rei²kiniu� suma:
> 
onvert(f(x), parfra
, x);

x3 + x+ 1 − 1

x+ 1
+

2

x− 1Bet kurios komandos apra²ym¡ gausite darbiniame lange poklaustuko ºenklo ? surink� komandos vard¡ ir paspaud� klavi²¡enter. Pavyzdºiui,
> ?
onvert;Atkreipkime d
emesi�, kad rei²kini� uºra²
eme kaip funk
ij¡ f(x),naudodami atimties ir nelygyb
es simbolius - ir >. Tokiu atvejujos reik²m�, tarkime, ta²ke x := π, gausime taip:
> f(Pi);

π5 + π2 + 2

π2 − 1Apytiksl� de²imtain� reik²m� gausime komanda evalf :
> evalf(%);

35.8403007575



Skai£iavimu� tikslum¡ pakeisime nurod� norim¡ de²imtainiu�ºenklu� po kablelio skai£iu�:
> evalf(f(Pi),25);

35.84030074073290927925016Apibr
eºkime nauj¡ rei²kini�:
> p:=(y^7-1)/(y-1);

p :=
y7 − 1

y − 1Komanda simplify suprastins rei²kini�:
> s:=simplify(p);

s := y6 + y5 + y4 + y3 + y2 + y + 1Ji� galime uºra²yti kaip kintamojo y funk
ij¡ naudojant komand¡unapply:
> g(y):=unapply(s,y);

g(y) := y → y6 + y5 + y4 + y3 + y2 + y + 1T¡ pati� rei²kini� galime uºra²yti naudodami komand¡ sum:
> sum(y^i, i=0..6);

y6 + y5 + y4 + y3 + y2 + y + 1Funk
ija produ
t analogi²kai veikia sandaugos atºvilgiu:
> produ
t(k^k/(k+1), k=0..6 );

5598720000

7Pana²iai veikia komandos mul ir add:
> mul( i^i/(i+1), i=0..6 );
> add( y^i, i=0..6 ); 76



5598720000

7

y6 + y5 + y4 + y3 + y2 + y + 1Formul�
> (a-b)^2=a^2-2*a*b+b^2;

(a− b)2 = a2 − 2 a b+ b2galime patikrinti apskai£iav� jos kairiosios ir de²iniosios pusiu�skirtum¡ lhs ir rhs funk
iju� pagalba:
> simplify(lhs(%)-rhs(%));

0Uºduotys1. I²skaidykite dauginamaisiais rei²kini�
x6 − x5 − 9x4 + x3 + 20x2 + 12x.2. Patikrinkite Jums ºinomu� algebros formuliu� teisingum¡.3. Uºra²ykite rei²kini� n(n− 1)..(n − k + 1) = n!/(n− r)! kaipkintamu�ju� k ir n funk
ij¡ ir apskai£iuokite jo reik²mes esanti�vairioms argumentu� reik²m
ems.

77



2.2 Antrasis laboratorinis darbasMatri
os, determinantai, tiesin
es lyg£iu�sistemos. Determinantu� skai£iavimasAtvirk²tin
es matri
os radimas. Tiesiniu� lyg£iu� sistemu�sprendimas. Bendrojo sprendinio tyrimas Maple terp
ejeMatri
os uºra²ymas MAPLEMAPLE matri
as galima uºra²yti (uºduoti, i�vesti) keletu b	udu�.Apib	udinsime pagrindinius i² ju�. Pirmiausia aktyvuojame linalgpaket¡:
> with(linalg):Galime uºra²yti matri
¡ i²vardindami visu� jos eilu£iu� elementus:
> A:=matrix( [ [1,2,3℄,[2,8,5℄,[3,0,10℄ ℄ );

A :=





1 2 3
2 8 5
3 0 10



Galime i²vardinti visus matri
os elementus paeiliui, prie² tainurod� matri
os format¡:
> A:=matrix(3,3,[1,2,3,2,8,5,3,0,10℄);

A :=





1 2 3
2 8 5
3 0 10



Kartais naudinga apibr
eºti matri
os elementus kaip tu� elementu�indeksu� funk
ijas (prie² tai turime nurodyti matri
os format¡):78



> B:=matrix(3,3,(i,j)->(i+j)^j);
B :=





2 9 64
3 16 125
4 25 216



Turimoje matri
oje vien¡ jos element¡ galime pakeisti taip:
> A[2,3℄:=-8: A=evalm(A);

A =





1 2 3
2 8 −8
3 0 10



Vienetin� matri
¡ patogu apibr
eºti identity komanda:
> E:=Matrix(4,4,shape=identity);

E :=







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





Matri
as, kuriu� visi elementai vienodi, greitai uºra²ysime ²itaip:

> A:=matrix(2,5,1);
A :=

[
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

]Matri
¡, kurios elementai yra atsitiktiniai skai£iai, galimegeneruoti randmatrix komanda:
> B:=randmatrix(2,5);

B :=

[
−7 22 −55 −94 87
−56 0 −62 97 −73

]Skliausteliuose nurod
eme matri
os format¡.79



Matri
u� veiksmaiMatri
u� suma uºra²oma taip pat kaip skai£iu� suma:
> C:=A+B;

C := A+BKomanda evalm suskai£iuoja matri
os elementu� reik²mes (veikiapana²iai kaip komanda evalfesant skaliariniams dydºiams:
> F:=evalm(%);

F :=

[
−6 23 −54 −93 88
−55 1 −61 98 −72

]Transponuotoji matri
a randama naudojant komand¡transpose:
> Btr:=transpose(B);

Btr :=









−7 −56
22 0

−55 −62
−94 97

87 −73







Matri
os rang¡ apskai£iuojame naudodami rank komand¡:

> rank(B);
2

> rank(A);
1Raskime atsitiktin
es matri
os tre£i¡ji� laipsni�:

> A:=randmatrix(5,5); 80



A :=









−4 −83 −10 62 −82
80 −44 71 −17 −75

−10 −7 −40 42 −50
23 75 −92 6 74
72 37 −23 87 44









> `A^3`=evalm(A^3);
Aˆ3 =









1030257 574379 1252419 −505139 848510
−1435013 1023781 −342743 −1606463 1368007

405365 −193997 760807 51921 −179986
−104235 −769193 −753706 1144728 −991853

313283 −85120 −466323 345223 165764







Naudojame t¡ pati� k
elimo laipsniu simboli� ^kaip ir keldamilaipsniu skaliarinius dydºius. Matri
as dauginsime naudodamisimboli� &* :

> G:=evalm(F&*A);
G :=

[
6601 −3855 10385 4067 −1543

−2020 9634 −4299 −11665 11569

]arba komand¡ multiply:
> multiply(F, A);

[
6601 −3855 10385 4067 −1543

−2020 9634 −4299 −11665 11569

]Komanda multiplyleidºia uºra²yti didesni� negu 2 dauginamu�ju�skai£iu�:
> multiply(F, A, transpose(G));

[
185203789 −160410727

−160410727 385289743

]Matri
¡ dauginame i² skai£iaus naudodami i�prast¡ daugybossimboli� *: 81



> `5*A`:=evalm(5*A);
5 ∗ A :=









−20 −415 −50 310 −410
400 −220 355 −85 −375
−50 −35 −200 210 −250
115 375 −460 30 370
360 185 −115 435 220







Kvadratin
es matri
os determinant¡ apskai£iuojame naudodamikomand¡ det:

> `Matri
os A determinantas`:=det(A);
Matricos A determinantas := 4224726702Atvirk²tin� matri
¡ randame inverse komanda:

> `Aatv`:=inverse(A);
Aatv :=



















418322

100588731

6016112

704121117

−1429159

234707039

857507

100588731

744608

704121117
−674143

33529577

174134

234707039

5417084

234707039

−276684

33529577

915420

234707039
−5413219

603532386

−3393248

2112363351

3143353

1408242234

−4100771

301766193

12542350

2112363351
−802249

603532386

−11184854

2112363351

7758601

1408242234

−2617391

301766193

19740775

2112363351
2426770

301766193

−10509755

2112363351

−13498831

704121117

916126

301766193

4948177

2112363351

















Nepamir²kime, kad tik reguliarioji matri
a (t. y. tokia, kuriosdeterminantas nelygus nuliui) turi atvirk²tin� matri
¡.Patikrinsime, ar tikrai gautoji matri
a Aatv yra matri
os Aatvirk²tin
e matri
a:

> evalm(Aatv&*A); 82











1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1







VektoriaiVektoriams uºra²yti galime naudoti komand¡ ve
tor:

> ve
tor( [5,4,3,2℄ );
[5, 4, 3, 2]Jei visos vektoriaus komponent
es vienodos, galime nurodyti tikvektoriaus matavim¡ ir komponen£iu� vert�:

> ve
tor(5, 7);
[7, 7, 7, 7, 7]Pravartu mok
eti vektoriaus komponentes uºra²yti kaipkomponen£iu� indeksu� funk
ijas:

> f := x -> 6-x:v := ve
tor(4, f);
v := [5, 4, 3, 2]�itokiu b	udu u²ra²
eme pirm¡ji� i² £ia nagrin
etu�ju� vektoriu�.Norimas esamo vektoriaus komponentes galime gauti taip:

> v[1℄,v[4℄;
5, 2Tiesiniu� lyg£iu� sistemosPanagrin
ekime kelet¡ tiesiniu� lyg£iu� sistemu� sprendimo b	udu�.Tegul kaip pavyzdys b	una sistema83



5x + 8y - 3z = 21,3x + 11y +4z = 13,x + 5y - 5z = 12Sistemos matri
a A yra:
> A:=matrix([ [5,8,-3℄,[3,11,4℄,[1,5,-5℄℄);

A :=





5 8 −3
3 11 4
1 5 −5



De²iniu�ju� lyg£iu� pusiu� reik²miu� vektoriu� paºym
ekime B:
> B:=[21,13,12℄;

B := [21, 13, 12]o neºinomu� kintamu�ju� vektoriu� � X:
> X:=[x,y,z℄;

X := [x, y, z]Sistem¡ uºra²ykime matri
iniu pavidalu AX=B:
> evalm(A&*X)=B;
[5x+ 8 y − 3 z, 3x+ 11 y + 4 z, x+ 5 y − 5 z] = [21, 13, 12]Panagrin
ekime tris tiesiniu� lyg£iu� sistemu� sprendimo b	udus.I b	udas. Naudojame komand¡ linsolve, kuri sprendºia sistem¡AX=B:
> X:=linsolve(A,B);

X := [2, 1, −1]II b	udas. Sistem¡ sprendºiame atvirk²tin
es matri
osmetodu, sprendini� gauname suskai£iav� sandaug¡X=A^(-1)&*B: 84



> Atv:=inverse(A);
Atv :=











15

47

−5

47

−13

47
−19

235

22

235

29

235
−4

235

17

235

−31

235











> X:=evalm(Atv &* B);
X := [2, 1, −1]III b	udas. Sistem¡ sprendºiame Gauso ir �ordano metodu.Naudodami komand¡ augment, sudarome i²pl
est¡j¡ sistemosmatri
¡:

> AB:=augment(A,B);
AB :=





5 8 −3 21
3 11 4 13
1 5 −5 12



Tada naudojame komand¡ gaussjord:
> G_J:=gaussjord(AB);

G_J :=





1 0 0 2
0 1 0 1
0 0 1 −1



M	usu� sistemos sprendinio X komponentes matome paskutiniame²ios matri
os stulpelyje. Akivaizdumo d
elei, sta
kmatrixkomanda ²i¡ matri
¡ papildome neºinomu�ju� eilute:
> GJ:=sta
kmatrix([[x,y,z,b℄℄,G_J);

GJ :=







x y z b
1 0 0 2
0 1 0 1
0 0 1 −1





85



Raid
emis x, y, z paºym
eti atitinkamu� neºinomu�ju� koe�
ientu�stulpeliai. Dabar akivaizdu, kad sistema, ekvivalenti pradinei, yratokia: x = 2, y = 1, z = �1,(jos matri
a yra GJ).Kitas pavyzdys:
> with(linalg):
> A:=matrix( [ [1,-1,1,1℄,[2,-1,-1,1℄,[1,-2,4,2℄ ℄ );

A :=





1 −1 1 1
2 −1 −1 1
1 −2 4 2





> B:=[2,3,1℄;
B := [2, 3, 1]

> AB:=augment(A,B);
AB :=





1 −1 1 1 2
2 −1 −1 1 3
1 −2 4 2 1





> G_J:=gaussjord(AB);
G_J :=





1 0 −2 0 0
0 1 −3 −1 0
0 0 0 0 1



Paskutinioji ²ios matri
os eilut
e atitinka lygti�
0 · x1 + 0 · x2 + 0 · x3 + 0 · x4 = 1.�i lygyb
e negalima, taigi sistema sprendiniu� neturi.Dar vienas uºdavinys: raskite visus lyg£iu� sistemos
x1 + 2x2 + x3 + 2x4 − x5 = 2,86



3x1 − 2x2 − 5x4 − x5 = −2,

−2x1 + 3x2 + x3 − 4x4 = 3sprendinius. Sistemos matri
¡ paºym
ekime S:
> S:=matrix( [ [1,2,1,2,-1℄,[3,-2,0,-5,-1℄,[-2,3,1,-4,0℄ ℄ );

S :=





1 2 1 2 −1
3 −2 0 −5 −1

−2 3 1 −4 0





> B:=[2,-2,3℄;
B := [2, −2, 3]

> X:= linsolve(S,B);
X := [_t2, 1 − 11_t1, 2_t2 + 37_t1, _t1, 3_t2 + 17_t1]£ia t1, t2 � bet kokie realieji skai£iai. Patikrinkime, ar gautasisvektorius X tenkina sistem¡:
> Patikrinimas:= evalm (S &* X)= B;

Patikrinimas := [2, −2, 3] = [2, −2, 3].Kaip matome, X tikrai yra ²ios sistemos sprendinys. Ji� vadinamebendruoju sistemos sprendiniu.Uºdaviniai1. Apskai£iuokite matri
os A :=







−5 −7 6 1
4 −3 2 2
6 6 −4 −6
4 5 5 3





determinant¡. Raskite atvirk²tin� matri
¡. Patikrinkite rezultat¡sudaugin� A ir rast¡j¡ matri
¡.2. Tegu duota matri
a A :=





−1 −3 −1
−2 3 −3
−1 5 −1



 ir vektorius
B := [−13, 8, 19]. I�vairiais b	udais i²spr�skite lyg£iu� sistem¡87



AX = B. Naudokite komandas linsolve, gaussjord, o tuoatveju, jei sistema turi vieninteli� sprendini�, raskite ji� iratvirk²tin
es matri
os metodu bei naudodami Kramerio taisykles.Jei sistema turi vieninteli� sprendini�, pakeiskite j¡ taip (keisdamijos koe�
ientus ar kitaip), kad ji tur
etu� be galo daug sprendiniu�.2.3 Tre£iasis laboratorinis darbasKompleksiniai skai£iai ir daugianariai.Kompleksiniu� skai£iu� veiksmaiDaugianariu� ²aknu� radimasKompleksini� skai£iu� algebrine forma z = x+ iy, kai x yra realioji,
y � menamoji skai£iaus z dalis, o i � menamasis vienetas, turintissavyb� i2 = 1, MAPLE galime uºra²yti komanda Complex:

> z:=Complex(2,5);
z := 2 + 5 ITaip pat galime ji� uºra²yti kaip algebrini� rei²kini�, naudodamiraid� I menamajam vienetui i ºym
eti:

> z := 2 + 5*I;
z := 2 + 5 IReali¡j¡ kompleksinio skai£iaus dali� gausime naudodamikomand¡ Re(z), o menam¡j¡ - Im(z):

> Rez :=Re(z);
Rez := 2

> Imz :=Im(z℄);
Imz := 5Kompleksinio skai£iaus x+ y I jungtinis skai£ius x− I yrandamas komanda 
onjugate:88



> `jungtinisz` = 
onjugate(z);
jungtinisz = 2 − 5IVeiksmai, atliekami su kompleksiniais skai£iaisKompleksiniu� skai£iu� sumos, atimties, daugybos, dalybosveiksmams uºra²yti MAPLE naudojami i�prasti simboliai +, -, *,/:

> z[1℄:= 3 + 7*I;
> z[2℄:= 5 - 6*I;
> `z[1℄ + z[2℄` = z[1℄ + z[2℄;
> `z[1℄ - z[2℄` = z[1℄ - z[2℄;

z1 := 3 + 7 I

z2 := 5 − 6 I

z [1 ] + z [2 ] = 8 + I

z [1 ] − z [2 ] = −2 + 13 I

> `z[1℄*z[2℄` = Z[1℄*Z[2℄;
z [1 ] ∗ z [2 ] = Z1 Z2

> `z[1℄/z[2℄`=Z[1℄/Z[2℄;
z [1 ]/z [2 ] =

Z1

Z2Kompleksiniu� rei²kiniu� reik²m
es apskai£iuojamos komanda eval
:
> z:=(sqrt(5)+3*I)^2;

z := (
√

5 + 3 I)2

> eval
(z);
−4 + 6 I

√
5Kompleksinio skai£iaus moduli� rasime naudodami komand¡ abs :

> `z`=sqrt(2+5*I);
(
√

5 + 3 I)2 =
√

2 + 5 I

> eval
(z); 89



−4 + 6 I
√

5

> `modz`=abs(z);
modz = 14Bet kuriems kompleksiniams skai£iams z1, z2 galioja trikampionelygyb
e

|z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|,kuri¡ galima apibendrinti esant bet kokiam baigtiniam d
emenu�skai£iui n:
|

n∑

i=1

zi| ≤
n∑

i=1

|zi|.Patikrinkime j¡, kai turime tris d
emenis:
> z1:= 7 +I;
> z2:= 3 +5*I;
> z3:=-2 -7*I;
> `z1 + z2 +z3 `= z1 + z2 + z3;
> `|z1| ` = abs(z1);
> `|z2| ` = abs(z2);
> `|z3| ` = abs(z3);
> `|z1 + z2 + z3| ` = abs(z1 + z2 +z3); ` `;
> evalf(abs(z1 + z2 +z3) <= abs(z1) + abs(z2) + abs(z3));

z1 := 7 + I

z2 := 3 + 5 I

z3 := −2 − 7 I

z1 + z2 + z3 = 8 − I

|z1 | = 5
√

2

|z2 | =
√

34

|z3 | =
√

53

|z1 + z2 + z3 | =
√

65

8.062257748 ≤ 20.1821295990



Trigonometrin
e (polin
e) kompleksiniu� skai£iu� formaPrisiminkime, kad kompleksinio skai£iaus z trigonometriniupavidalu vadiname skai£iaus z algebrin� i²rai²k¡, gaunam¡kompleksin
eje plok²tumoje naudojant polines koordinates:
z = r(cosθ + isinθ).�ia r = |z| - kompleksinio skai£iaus modulis, o polinis kampas θvadinamas skai£iaus argumentu. Skai£iaus z := −1 − I polini�pavidal¡ MAPLE galime uºra²yti taip:

> z := -1 - I;
z := −1 − I

> `polz`:=abs(z)*(
os(theta)+I*sin(theta));
polz :=

√
2 (cos(θ) + sin(θ) I)Skai£iaus argument¡ galime gauti komanda argument:

> `theta`:=argument(z);
θ := −3π

4Naudodami funk
ij¡ polar gausime kompleksinio skai£iaus polin�form¡ tokiu pavidalu:
> `polarz`:=polar(z);

polarz := polar(
√

2, −3π

4
)�inome, kad dauginant (dalinant) kompleksinius skai£ius ju�moduliai dauginami (dalinami), o argumentai sudedami(atimami). Sudauginkime ir padalinkime du kompleksiniusskai£ius poline forma:

> z1:=1+2*I;
z1 := 1 + 2 I91



> polar(z1);
polar(

√
5, arctan(2))

> `polar(z*z1)`:=polar(sqrt(2),-3/4*Pi)*polar(sqrt(5),ar
tan(2));
polar(z ∗ z1 ) := polar(

√
2, −3π

4
) polar(

√
5, arctan(2))

> simplify(%);
polar(

√
2
√

5, −3π

4
+ arctan(2))

> `polar(z/z1)`:=polar(sqrt(2),-3/4*Pi)/polar(sqrt(5),ar
tan(2));
polar(z/z1 ) :=

polar(
√

2, −3π

4
)

polar(
√

5, arctan(2))
> simplify(%);

polar(

√
2
√

5

5
, −3π

4
− arctan(2))Rodiklin
e (eksponentin
e) kompleksinio skai£iaus formaRodikliniu kompleksinio skai£iaus pavidalu vadiname algebrin�i²rai²k¡

z = reiθ = r(cosθ + isinθ).Skai£iu� z = 1+4i uºra²ykime rodikline forma:
> z:=1+4*I;

z := 1 + 4 I

> theta:=argument(z);
θ := arctan(4)

> r:=abs(z);
r :=

√
17

> rodz:=r*exp(I*theta);92



rodz := 1 + 4 IFunk
ija evalb patikriname gautosios i²rai²kos teisingum¡:
> evalb(rodz=z);

trueDaugianariu� ²aknu� radimasSuraskime visas lygties z3 = 1 ²aknis ir pavaizduokime jasgra�²kai kompleksin
eje plok²tumoje. Naudosime komand¡ map,atliekan£i¡ atitinkam¡ pro
ed	ur¡ kiekvienam nurodytos aib
eselementui, gra�n� funk
ij¡ plot, komand¡ solve, randan£i¡algebrin
es lygties sprendinius (i�r
emin� komandos eilut��g	uriniuose skliaustuose, gauname vis¡ tokiu� sprendiniu� aib�):
> sprendiniu�_aib
e :=solve(z^8=1,z):
> `Sprendiniai ` = sprendiniu�_aib
e;
> taskai := map(w->[Re(w),Im(w)℄, sprendiniu�_aib
e):
> plot(taskai, style=point, symbol=
ir
le, s
aling=
onstrained,
olor=red,labels=[`x`,`y `℄,view=[-1.1..1.1,-1.1..1.1℄);

zˆ8 = 1 sprendiniai

Sprendiniai = {−1, 1, I, −I,
√

2

2
+

1

2
I
√

2, −
√

2

2
− 1

2
I
√

2,
√

2

2
− 1

2
I
√

2, −
√

2

2
+

1

2
I
√

2}
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I²spr�skime lygti� z2 + (1 + i) z + 5 i = 0:
> spr_aibe := {solve(z^2 +(1+I)*z +5*I,z)}:
> `Sprendiniai ` = spr_aibe; tsk := map(w->[Re(w),Im(w)℄,spr_aibe):
> plot(tsk, style=point, symbol=
ir
le, s
aling=
onstrained,
olor=red,labels=[` x`,`y`℄,view=[-2.1..2.1,-2.1..2.1℄);

Sprendiniai = {1 − 2 I, −2 + I}
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Jei sprendinius gauname RootO� pavidalu, ju� apytikslesreik²mes suºinosime naudodami komand¡ evalf :
> s_aib := {solve(z^5 +(1+I)*z +5*I, z)}:
> `Sprendiniai` = s_aib; tsk := map(w->[Re(w),Im(w)℄,s_aib):
> plot(tsk, style=point, symbol=
ir
le, s
aling=
onstrained,
olor=red, labels=[` x`,`y `℄, view=[-2.1..2.1,-2.1..2.1℄);
Sprendiniai = {RootOf(5 I + _Z 5 + (1 + I)_Z , index = 3),

RootOf(5 I + _Z 5 + (1 + I)_Z , index = 1),

RootOf(5 I + _Z 5 + (1 + I)_Z , index = 4),

RootOf(5 I + _Z 5 + (1 + I)_Z , index = 5),

RootOf(5 I + _Z 5 + (1 + I)_Z , index = 2)},
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> evalf(s_aib);
{1.335251055 − 0.5274925690 I, −0.9088695074 + 1.075425295 I,

−1.198729690 − 0.4487126974 I, 0.8573804305 + 1.204816220 I,

−0.08503228805 − 1.304036249 I}Kompleksiniu� skai£iu� matri
in
e interpreta
ija
> with(linalg) :Vienet¡ algebrin
eje kompleksinio skai£iaus i²rai²koje kei£iamevienetine matri
a E,
> E:=Matrix(2,2,shape=identity);

E :=

[
1 0
0 1

]o menam¡ji� vienet¡ - toliau apibr
eºiama matri
a M:
> M:=matrix(2,2,[ 0,-1,1,0℄);

M :=

[
0 −1
1 0

]96



Raskime sandaug¡
> multiply(M,M);

[
−1 0

0 −1

]Taigi, matri
a M turi menamojo vieneto i pagrindin� savyb�.Pastovi¡sias 2 × 2 matri
as galime tapatinti su vektoriu� erdv
es
R2 tiesiniais atvaizdavimais, gaunamais dauginant matri
as irerdv
es vektorius:

> V:=ve
tor([u,v℄);
V := [u, v]

> multiply(E,V);
[u, v]

> W:=multiply(M,V);
W := [−v, u]Matome, kad, daugindami vektoriu� V i² matri
os E , gauname t¡pati� vektoriu�, t.y. vektoriu� erdv
es atvaizdavimas E yratapatumo atvaizdavimas, nes nekei£ia erdv
es. Tuo tarpuatvaizdavimas M kiekvien¡ vektoriu� pasuka 90 laipsniu� kampuprie² laikrodºio rodykl�. Kamp¡ tarp vektoriu� galime i²matuotinaudodami funk
ij¡ angle:

> angle(V,W);
π

2Uºdaviniai1. Raskite kompleksinio skai£iaus (1 − 2i)3/(5+i) algebrin�, polin�ir rodiklin� formas, reali¡j¡ ir menam¡j¡ dalis, jo jungtini�kompleksini� skai£iu�.2. Raskite visus lygties z3 − 3 z + 3 = 0 sprendinius irpavaizduokite juos gra�²kai kompleksin
eje plok²tumoje.97



2.4 Ketvirtasis laboratorinis darbasVektoriu� veiksmai. Vektoriu� skaliarin
e,vektorin
e ir mi²rioji sandaugosVektoriu� uºra²ymas MAPLEVektorius MAPLE galime uºra²yti keletu b	udu�. Mes daºniausi-ai naudosime paket¡ linalg. Ga�²kai vektorius vaizduosime pa-sitelkdami paket¡ Student[LinearAlgebra℄ , kuri� aktyvuojamekomanda with(Student[Linear Algebra℄:
> with(linalg):
> with(Student[LinearAlgebra℄):1. Vektoriai apibr
eºiami i²vardijant visas ju�komponentes:
> V:=ve
tor ( [ 1,2,3,4,5 ℄ );

V := [1, 2, 3, 4, 5]2. Jei vektoriaus komponentes vienodos, paprasta ji�uºra²yti taip:
> V:=ve
tor( 4,2 );

V := [2, 2, 2, 2]Skai£ius 4 lygus vektoriaus komponen£iu� skai£iui, o 2 � ju� skaitineivertei.3. Vektoriu� uºra²ymas naudojant baigtiniu� aibiu� irbaigtiniu� seku� elementus.Uºra²ykime sekos Sn = 7 + (−1)n3n de²imt pirmu�ju� nariu�. Nau-dojame komand¡ seq:
> S:=seq(7+3*(-1)^n*n,n=1..10);

S := 4, 13, −2, 19, −8, 25, −14, 31, −20, 3798



Nor
edami ²i� skai£iu� rinkini� MAPLE traktuoti kaip aib�A, ji� i�terpiametarp skliaustu� {} ir paºymime raide A:
> A:={S};

A := {−20, −14, −8, −2, 4, 13, 19, 25, 31, 37}Komanda A[ ℄ aib� A v
el pavaizduoja kaip sek¡:
> S:=A[℄;

S := −20, −14, −8, −2, 4, 13, 19, 25, 31, 37I�terpdami S tarp lauºtiniu� skliaustu�, sekos S elementus paversimevektoriaus komponent
emis :
> V:=[S℄;

V := [−20, −14, −8, −2, 4, 13, 19, 25, 31, 37]Analogi²kai vektoriaus komponent
es v
el paver£iamos sekoselementais:
> V[ ℄;

−20, −14, −8, −2, 4, 13, 19, 25, 31, 374. Jei vektoriaus komponent
es yra susietos su savoindeksais funk
ine priklausomybe(pavyzdºiui, vn = n2), vektoriu� galime uºra²yti tos funk
ijospagalba:
> V:=ve
tor ( 7,x->x^2);

V := [1, 4, 9, 16, 25, 36, 49]�io vektoriaus komponent
es lygios funk
ijos reik²m
ems atitinkamaita²kuose 1,2,3,4,5,6,7 (pradin
e argumento reik²m
e lygi vienetui).Jei skai£iavimams reikalingos ºinomo vektoriaus V komponent
es,jos gaunamos ²itaip:
> V[2℄;

4Pavyzdºiui, sud
ekime 2-¡j¡ ir 4-¡j¡ vektoriaus komponentes:99



> suma:=V[2℄+V[4℄;
Test := 20Pademonstravome tik kelet¡ i² daugelio galimu� vektoriu�uºra²ymo MAPLE b	udu�.Pagrindin
es vektoriu� opera
ijos MAPLE1. Vektoriaus komponen£iu� kieki�(vektoriaus matavim¡) nurodo funk
ija ve
tdim:

> V:=ve
tor ( 7,x->x^2);
V := [1, 4, 9, 16, 25, 36, 49]

> mat:=ve
tdim(V);
mat := 72. R	u²iuoti vektoriaus komponentesgalime naudodami komand¡ sort. Tarkime, kad turime sek¡ S:

> S:=seq(7+3*(-1)^n*n,n=1..10);
S := 4, 13, −2, 19, −8, 25, −14, 31, −20, 37I² jos elementu� sudarome vektoriu�:

> V:=[S℄;
V := [4, 13, −2, 19, −8, 25, −14, 31, −20, 37]Komanda sort ²io vektoriaus komponentes i²d
est� did
ejan£iaseka, gausime kit¡ vektoriu�:

> Sur:=sort(V);
Sur := [−20, −14, −8, −2, 4, 13, 19, 25, 31, 37]Nor
edami vektoriaus komponentes i²d
estyti maº
ejan£ia tvarka, nau-dojame komand¡ sort(V,`>`):

> Sur_maz_komp:=sort(V,`>`);100



Sur_maz_komp := [37, 31, 25, 19, 13, 4, −2, −8, −14, −20]3. Didºiausias ir maºiausias vektoriaus komponentesrandame taip:
> Maziausia:=min(V[℄);

Maziausia := −20

> Didziausia:=max(V[℄);
Didziausia := 374. Pakeisti vektoriaus komponent�galime nurodydami nauj¡ jos reik²m�. Pavyzdºiui, kei£iame vek-toriaus V:

> V;
[4, 13, −2, 19, −8, 25, −14, 31, −20, 37]tre£i¡j¡ komponent�:

> V[3℄:=111;
V3 := 111Dabar vektorius V yra toks:

> V;
[4, 13, 111, 19, −8, 25, −14, 31, −20, 37]Pakeisime vektoriaus komponentes dabartiniu� komponen£iu� reik²miu�kvadratais, naudodami map komand¡:

> 'V'=V;
V = [4, 13, 111, 19, −8, 25, −14, 31, −20, 37]

> W:=map(x->x^2,V);
W := [16, 169, 12321, 361, 64, 625, 196, 961, 400, 1369]Kartais praver£ia sumos operatorius add ir sandaugos operatoriusmul. Naudojant ²iuos operatorius, galima sud
eti arba sudaugintisekos narius, aib
es elementus arba vektoriaus komponentes.

> Suma:=add(V[i℄,i=1..ve
tdim(V));
Suma := 198101



> Sandauga:=mul(V[i℄,i=1..ve
tdim(V));
Sandauga := −70441949760005. Vektoriu� suma apskai£iuojama naudojant i�prast¡ sumos ºen-kl¡ + (ºinoma, sudedami vektoriai turi b	uti vienma£iai):

> Suma:=V+W;
Suma := [20, 182, 12432, 380, 56, 650, 182, 992, 380, 1406]6. Vektorius pavaizduoti gra�²kaigalime subpaketu Student[LinearAlgebra℄. Nepamir²kime, kadvektoriai turi b	uti tinkamo matavimo (gali tur
eti tik 2 arba 3 kom-ponentes). Taip pat tur
ekime omenyje, kad Student[LinearAlgebra℄vektoriai uºra²omi stulpeliu� pavidalu naudojant komand¡ Ve
tor(ve
tor yra paketo linalg komanda):
> V:=Ve
tor([5, -3, 2℄);

V :=





5
−3

2





> W:=Ve
tor([4, 2, 1℄);
W :=





4
2
1





> Ve
torSumPlot(V,W);
102



The Sum of 2 Vectors
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7. Vektoriaus ir skai£iaus sandaugauºra²oma taip pat, kaip dvieju� skai£iu� sandauga:
> 'V*2'=V*2;

2V =





10
−6

4



8. Kampas tarp vektoriu�Tarkime, jog turime du vektorius:
> V:=ve
tor(3,i->i^2);

V := [1, 4, 9]

> W:=ve
tor(3,i->sqrt(i));
W :=

[
1,

√
2,

√
3
]Apskai£iuosime ju� sudarom¡ kamp¡ komanda angle:

> Kampas:=angle(V,W); 103



Kampas := arccos(
(1 + 4

√
2 + 9

√
3)

√
98

√
6

588
)Jei tokia trigonometrin
e i²rai²ka mums netinka, galime rasti apytik-sl� kampo reik²m� naudodami komand¡ evalf (rezultat¡ gausimeradianais):

> Kampas[rad℄:=evalf(Kampas);
Kampasrad := 0.4093463308To paties kampo reik²m
e laipsniais:

> Kampas[laips℄:=evalf((180/Pi)*angle(V,W));
Kampas laips := 23.453817109. Vektoriu� skaliarin� sandaug¡apskai£iuojame naudodami komand¡ dotprod:

> VW:=dotprod(V,W);
VW := 1 + 4

√
2 + 9

√
3�inome, kad statmenu� vektoriu� skaliarin
e sandauga lygi nuliui. Jeivektorius U ²itoks:

> U:=ve
tor(3,i->(-1)^i*(3-i)^2);
U := [−4, 1, 0]tai jis statmenas anks£iau apibr
eºtam vektoriui V:

> UV:=dotprod(U,V);
UV := 0Vektoriaus ilgi� randame pasitelk� skaliarin� sandaug¡ (vektoriausilgio kvadratas lygus vektoriaus ir to paties vektoriaus skaliarineisandaugai):

> Ssandauga:=dotprod(V,V);
Ssandauga := 98Kvadratin� ²akni� i²trauksime komanda sqrt:

> Ilgis:=sqrt(Ssandauga);104



Ilgis := 7
√

2Apytiksl� ²io skai£iaus reik²m� gausime komanda evalf:
> Apytikslisilgis:=evalf(Ilgis);

Apytikslisilgis := 9.89949493410. Vektorin
e sandaugaapskai£iuojama naudojant komand¡ 
rossprod:
> Vsandauga:=
rossprod(V,W);

Vsandauga :=
[
4
√

3 − 9
√

2, 9 −
√

3,
√

2 − 4
]Apytiksl
ems reik²m
ems rasti v
elgi praver£ia komanda evalf:

> Apytiksliai:=evalf(
rossprod(V,W));
Apytiksliai := [−5.799718828, 7.267949192, −2.585786438]Pavaizduokime gra�²kai vektorius ir ju� vektorin� sandaug¡. Nau-dosime subpaket¡ Student[LinearAlgebra℄, tod
el vektorius uºra²omesubpaketo komanda Ve
tor:
> V[1℄:=Ve
tor(3,i->i^2);

V1 :=





1
4
9





> W[1℄:=Ve
tor(3,i->(-1)^(i+1)*sqrt(i));
W1 :=





1

−
√

2√
3



Vektorius V1,W1 ir ju� vektorin� sandaug¡ nubr
e²ime naudodamikomand¡ CrossProdu
tPlot:
> CrossProdu
tPlot(V1, W1, ve
tor
olors=[green,
yan,yellow℄);
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The Cross Product of 2 Vectors
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�ia green, 
yan, yellow� vektoriu� gra�niu� vaizdu� spalvos.�inome, kad lygiagretainio, kurio kra²tin
es yra vektoriai V1 ir
W1, plotas lygus ju� vektorin
es sandaugos ilgiui:

> X:=
rossprod(V1,W1);
X :=

[
4
√

3 + 9
√

2, 9 −
√

3, −
√

2 − 4
]

> lygiagretainio_plotas:=sqrt(dotprod(X,X));
lygiagretainio_plotas :=

√

(4
√

3 + 9
√

2)2 + (9 −
√

3)2 + (−
√

2 − 4)2

> apytikslis_lygiagretainio_plotas:=evalf(%);
apytikslis_lygiagretainio_plotas := 21.6448621011. Mi²rioji vektoriu� sandaugaapskai£iuojama pagal jos apibr
eºim¡ pasitelkus skaliarin� ir vek-torin� sandaugas:

> a:=Ve
tor( [1,8,3℄ );106



a :=





1
8
3





> b:=Ve
tor( [-1,3,-5℄ );
b :=





−1
3

−5





> 
:=Ve
tor( [6,-2,-2℄ );
c :=





6
−2
−2





> Misrioji_sandauga_ab
:=dotprod(
rossprod(a,b),
);
Misrioji_sandauga_abc := −320Primename, kad mi²rioji sandauga lygi gretasienio, kuriobriaunos yra vektoriai a, b ir 
, t	uriui. Vadinasi, ji lygi nuliui, jeivektoriai a, b ir 
 lygiagret	us tai pa£iai plok²tumai (yrakomplanarieji vektoriai). Jos ²e²toji dalis lygi keturkamp
espiramid
es, kurios trys briaunos sutampa su vektoriais a,b ir 
,t	uriui.Uºdaviniai1. �inomos trikampio ABC vir²	un
es: A( 5; �2; 2) , B( �1; 4;2) , C( �4; �1; 5) . Raskite kra²tiniu� AB, AC irpusiaukra²tin
es BE ilgi�, kampo BAC dydi� (trigonometrinei²rai²ka, laipsniais, radianais), taip pat naudodami vektorin¡sandaug¡ apskai£iuokite trikampio ABC plot¡ S.2. �inomi keturi vektoriai a( 1, �3, 1 ), b( �1, �3, �1), 
( �3,�3, 1 ), d( �21 , �39 , 3 ). I�rodykite, kad vektoriai n
era107



komplanarieji. Vektoriu� d i²reik²kite vektoriu� a, b, 
 tiesiniudariniu: d = la +mb + n
.Pastaba. Tiesinio darinio koe�
ientams l, m, n rasti sudarykitetiesiniu� lyg£iu� sistem¡.3. Raskite trikamp
es piramid
es, kurios briaunos yra vektoriaia− b, |b|a ir b× 
 t	uri�, kur |b| paºym
etas vektoriaus b ilgis,b× 
 � vektoriu� b ir 
 vektorin
e sandauga. Raskite pasirinktotos piramid
es ²ono plot¡.2.5 Penktasis laboratorinis darbasAnalizin
es geometrijos uºdaviniu�sprendimasMAPLE terp
ejePlok²tumos geometrijos uºdaviniaiNaudosime MAPLE paket¡ geometry. I²spr�skime kelisplok²tumos geometrijos uºdavinius.1. Raskite ties
es, einan£ios per ta²kus A(�1, 3) ir B(1,4), lygti� ir nubr
eºkite ties�.Naudodami funk
ij¡ line apibr
eºiame ties�, einan£i¡ perta²kus A, B, ir - funk
ij¡ Equation, para²ome ties
es lygti�:
> restart;with(geometry):
> line(AB,[point(A,-1,3),point(B,1,4)℄);

AB

> Equation(AB,[x,y℄);
−7 − x+ 2 y = 0Sutvarkome lygti� naudodami operatoriu� sort ir br
eºiame ties�pasitelk� draw funk
ij¡: 108



> sort(%,[x,y℄);
−x+ 2 y − 7 = 0

> draw([A,B,AB℄,axes=normal,view=[-4..4,1..6℄,printtext=true);
B

A

1

2

3

4

5

6

–4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

2. Trikampio ABC kra²tiniu� lygtys yra 4x � y � 4 = 0,3 x + 5y � 34 = 0, 3x + 2y � 10 = 0. Raskite trikampiovir²	unes ir plot¡.geometry paketo komanda line apibr
eºiame trikampio kra²tines:
> restart;with(geometry):
> line(AB,4*x-y-4=0,[x,y℄);

AB

> line(BC,3*x+5*y-34=0,[x,y℄);
BC

> line(AC,3*x+2*y-10=0,[x,y℄);
AC109



Komanda triangle galime apibr
eºti trikampi�, kai ºinomos jokra²tin
es:
> triangle(ABC,[AB,BC,AC℄,[x,y℄);

ABCKomanda map randame gautojo trikampio ABC vir²	uniu�koordinates:
> vk:=map(
oordinates,DefinedAs(ABC));

vk := [[
54

23
,

124

23
], [

18

11
,

28

11
], [−2, 8]]Komanda point apibr
eºiame ²io trikampio vir²	unes kaip ta²kus:

> point(A,vk[1℄);point(B,vk[2℄);point(C,vk[3℄);
A

B

CKomanda 
oordinates nurodo ta²ko koordinates:
> 
oordinates(A);

[
54

23
,

124

23
]Triangle komanda galime apibr
eºti trikampi� ºinodami jovir²	unes:

> triangle(ABC,[A,B,C℄,[x,y℄);
ABCTrikampio plot¡ randame komanda area:

> area(ABC);
1800

253Nubr
eºiame trikampi� naudodami draw:110



> draw(ABC,axes=normal,printtext=true);
C

B

A

3

4

5

6

7

8

–2 –1 0 1 23. �inomos trikampio vir²	un
es A(11; 6), B(�10; 6) irC(�10,�16). Raskite trikampio pusiaukra²tin
es AE irauk²tin
es BD ilgius, taip pat ju� susikirtimo ta²k¡ M.
> restart:with(geometry):triangle(ABC, [point(A,11,6), point(B,-10,6),point(C,-10,-16)℄);

ABCPusiaukra²tin� ir auk²tin� rasime naudodami funk
ijas medianir altitude:
> median(pusiaukrastine,A,ABC,E);

pusiaukrastineRaide E paºym
etas antrasis pusiaukra²tin
es galas. Analogi²kaiidenti�kuojame auk²tin�: 111



> altitude(BD,B,ABC,D);
BDAtstum¡ tarp ta²ku� i²matuojame pasitelk� funk
ij¡ distan
e:

> distan
e(A,E);
√

562Line komanda apibr
eºiame ties�, ºinodami du jos ta²kus:
> line(bd,[B,D℄,[x,y℄);

bd

> line(ae,[A,E℄,[x,y℄);
aeKomanda eguation para²ome ties
es lygti�:

> Equation(bd);
36036

925
+

9702x

925
+

10164 y

925
= 0Naudodami solve funk
ij¡ galime rasti tiesiu� susikirtimo ta²k¡:

> solve({Equation(bd),Equation(ae)});
{y =

−753

683
, x =

−1748

683
}Paºym
ekime raide M gaut¡ji� ta²k¡ (naudojame point funk
ij¡):

> point(M,subs(%,[x,y℄));
MNubr
eºiame br
eºini� naudodami draw:

> draw([ABC,pusiaukrastine,BD,M℄,
> axes=normal,printtext=true,s
aling=
onstrained);112
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4. Trikampyje, kurio vir²	un
es A(�4; 1), B(6; 1) ir C(6;�4), raskite pusiaukampin
es, nubr
eºtos i² ta²ko B, ilgi�. I�trikampi� i�br
eºkite apskritim¡.
> triangle(ABC, [point(A,-4,1), point(B,6,1),point(C,6,-4)℄):Funk
ija bise
tor randa pusiaukampin�:
> bise
tor(BL,B,ABC,L);

BLdistan
e � jos ilgi�:
> simplify(distan
e(B,L));

10
√

2

3o draw br
eºia br
eºini�:
> draw([ABC,BL℄,printtext=true,axes=normal);113
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Funk
ija in
ir
le randa i�br
eºt¡ i� trikampi� apskritim¡, kuri�pavadiname i�br
eºtasis, o jo 
entr¡ paºymime raide O:
> in
ir
le(i�br
eºtasis,ABC,'
entername'=O):
> draw([ABC,i�br
eºtasis℄,printtext=true,axes=normal);

114
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5. Raskite elips
es x2 + 4y2 = 8 liestiniu�, einan£iu� per ta²k¡A(1; 3), lygtis.Para²ykime elips
es lygti� ir �ksuokime ta²k¡ (1; 3):
> with(geometry):eq:=x^2+4*y^2=8;x0:=1;y0:=3;

eq := x2 + 4 y2 = 8

x0 := 1

y0 := 3kai norime apibr
eºti kreives, kurios yra k	ugio pj	uviai, praver£ia
oni
 funk
ija. Naudodami j¡ apibr
eºkime m	usu� elips�:
> 
oni
(C,eq,[x,y℄);

CDetail komanda pad
es mums suºinoti k	ugio pj	uvio Cparametrus: atpaºins kreiv� (elips�), ras jos 
entro ir ºidiniu�koordinates, a²iu� ilgius: 115



> detail(C);
name of the object : C\
form of the object : ellipse2d\
center : [0 , 0 ]\
foci : [[−6ˆ(1/2 ), 0 ], [6ˆ(1/2 ), 0 ]]\
length of the major axis : 4 ∗ 2ˆ(1/2 )\
length of the minor axis : 2 ∗ 2ˆ(1/2 )\
equation of the ellipse : xˆ2 + 4 ∗ yˆ2 − 8 = 0Nubr
eºkime elips� ir duot¡ji� ta²k¡:

> point(A,x0,y0);
A

> draw([C,A℄,printtext=true,view=[-4..4,-2..4℄);
A

–2

–1

0

1

2

3

4

–4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4Para²ykime ties
es, einan£ios per ²i� ta²k¡, lygti�:
> eq1:=y=y0+k*(x-x0); 116



eq1 := y = 3 + k (x− 1)ir i�ra²ykime gaut¡ji� y i� elips
es lygti� naudodami komand¡ subs:
> subs(%,eq);

x2 + 4 (3 + k (x− 1))2 = 8I²spr�skime lygti� kintamojo x atºvilgiu:
> solve(%,x);

2 (2 k2 − 6 k +
√

7 k2 − 7 + 6 k)

1 + 4 k2
,

2 (2 k2 − 6 k −
√

7 k2 − 7 + 6 k)

1 + 4 k2Kiekvienai k reik²mei gauname pora x reik²miu�. Jei ties
e lie£iaelips�, tos reik²m
es turi sutapti:
> solve(%[1℄=%[2℄,k);

−3

7
+

√
58

7
, −3

7
−

√
58

7
> k1:=%[1℄;k2:=%%[2℄;

k1 := −3

7
+

√
58

7

k2 := −3

7
−

√
58

7I�ra²� ²ias reik²mes i� tiesiu� lygtis, gauname du atsakymus:
> liestine1:=subs(k=k1,eq1);

liestine1 := y = 3 + (−3

7
+

√
58

7
) (x− 1)

> liestine2:=subs(k=k2,eq1);
liestine2 := y = 3 + (−3

7
−

√
58

7
) (x− 1)

> line(L1,liestine1,[x,y℄);
L1117



> line(L2,liestine2,[x,y℄);
L2

> draw([C,A,L1,L2℄,axes=normal,printtext=true);
A

–1

1

2

3

–3 –2 –1 1 2 3

Ie²komosios liestiniu� lygtys yra:
> Equation(L1);

(
3

7
−

√
58

7
)x+ y − 24

7
+

√
58

7
= 0

> Equation(L2);
(
3

7
+

√
58

7
)x+ y − 24

7
−

√
58

7
= 0Erdv
es geometrijos uºdaviniaiNaudosime MAPLE erdv
es geometrijos paket¡ geom3d.I²spr�skime kelis uºdavinius. 118



1. Raskite plok²tumos, einan£ios per ta²kus A(0, 2, �3),B(3, �6, 5) ir C(�4, 0,1), lygti�. Raskite trikampio ABCplot¡ ir jo kampu� dydºius.
> restart:with(geom3d):Paºymime ta²kus A, B, C naudodami funk
ij¡ point,apibr
eºiame plok²tum¡ ABC funk
ija plane, ir funk
ijaEguation ra²ome jos lygti� :
> point(A,0, 2, -3):
> point(B,3, -6, 5):
> point(C,-4, 0, 1):
> plane(pl,[A,B,C℄):
> Equation(pl,[x,y,z℄);

−26 − 16x− 44 y − 38 z = 0Sutvarkome ir paºymime lygti�:
> %/(-2);

13 + 8x+ 22 y + 19 z = 0

> lygtis:=sort(%,[x,y,z℄);
lygtis := 8x+ 22 y + 19 z + 13 = 0Funk
ija triangle apibr
eºiame trikampi� ABC ir nubr
eºiame ji�naudodami draw:

> triangle(ABC,[A,B,C℄);
ABC

> draw(ABC,axes=framed);
119
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Trikampio plot¡ randame area funk
ija:
> plotas:=area(ABC);

plotas := 3
√

101o jo kampu� dydºius � Findangle:
> kampasA:=FindAngle(A,ABC);

kampasA := arccos(
6
√

137

137
)

> kampasB:=FindAngle(B,ABC);
kampasB := arccos(

√
137

√
101

137
)

> kampasC:=FindAngle(C,ABC);
kampasC :=

π

2Atsakym¡ galime uºra²yti i²vardindami rastuosius dydºius:120



> lygtis;'plotas'=plotas;kampai=kA,kB,kC;
8x+ 22 y + 19 z + 13 = 0

plotas = 3
√

101

kampai = kA, kB , kC2. Rasti kamp¡, kuri� sudaro ties
e (x � 1)/3 = (y + 2)/1= (z � 1)/2 ir plok²tuma 5x + y � z + 4 = 0.Apibr
eºiame plok²tum¡ naudodami funk
ij¡ plane:
> restart:with(geom3d):
> plane(pl,5*x+y-z+4 = 0,[x,y,z℄):Ties
es lygti� uºra²ome pasitelk� line komand¡, nurodydami josta²k¡ ir krypties vektoriaus koordinates:
> line(t,[point(A,1,-2,1),[3,1,2℄℄):FindAngle randame ie²kom¡ji� kamp¡:
> FindAngle(pl,t);

arcsin(

√
42

9
)Galime rasti apytiksli� kampo dydi� radianais naudodami komand¡evalf, o jo i²rai²k¡ laipsniais � 
onvert;

> evalf(%);
0.8039209181

> evalf(
onvert(%,degrees));
46.06127567 degrees3. Rasti ta²ko A(1, 2, 3) atstum¡ iki ties
es x = 7 � 2 t, y= 4 � 4 t, z = 5 + 4 t.point apibr
eºia ta²k¡ A:

> point(A,1,2,3): 121



line funk
ija apibr
eºia ties� pagal jos parametrin� lygti�:
> line(T,[7-2*t,4-4*t,5+4*t℄,t):o distan
e randa atstum¡ nuo ta²ko iki ties
es:
> distan
e(A,T);

2
√

104. �inoma sukimosi 
ilindro a²is x = 8 + t, y = 4 � 2 t, z= 7 + 2 t ir 
ilindro ta²kas A(1, 2, 3). Para²ykite
ilindro lygti� ir nubr
eºkite ji�.
> line(T,[8+t,4-2*t,7+2*t℄,t):
> point(A,1,2,3):
> point(M,x,y,z):�ia M � bet kuris 
ilindro ta²kas. Cilindro lygti� galime para²ytisulygindami ta²ku� A ir M atstumus iki jo a²ies:
> distan
e(A,T)=distan
e(M,T);

10
√

5

3
=

√

5 y2 − 128 y + 8 y z + 965 − 70 z + 5 z2 − 4 z x− 116x + 8x2 + 4x y

3
> %*3;

10
√

5 =
√

5 y2 − 128 y + 8 y z + 965 − 70 z + 5 z2 − 4 z x− 116x + 8x2 + 4x ySupaprastiname lygties i²rai²k¡ pakeldami abi jos puses kvadratuir naudodami funk
ij¡ sort:
> map(a->a^2,%);

500 = 5 y2 − 128 y + 8 y z + 965 − 70 z + 5 z2 − 4 z x− 116x+ 8x2 + 4x y

> L:=sort(rhs(%)-lhs(%),[x,y,z℄)=0;
L := 8x2 + 4x y − 4x z + 5 y2 + 8 y z + 5 z2 − 116x − 128 y − 70 z + 465 = 0122



Nubr
eºiame br
eºini� naudodami funk
ijas impli
itplot3d, plots,display3d:
> plots[impli
itplot3d℄(L,x=-25..25,y=-25..25,z=-25..25):
> draw(T):
> plots[display3d℄([%%,%℄,
> view=[-25..25,-25..25,-25..25℄,axes=boxed,
> orientation=[30,80℄);

–20
0

20 x–20 –10 0 10 20y

–20

–10

0

10

20

z

Uºdaviniai.1. Trikampio vir²	un
es yra A(2,4), B (5,10), C (�1,�1).I�br
eºkite i� trikampi� ir apibr
eºkite apie trikampi� apskritimus.Raskite ²iu� apskritimu� lygtis ir 
entru� koordinates.2. Duota elips
e
x2

9
+
y2

4
= 16.Nubr
eºkite elips
es styg¡, ta²ke A(2,�1) pasidalijan£i¡ pusiau.Para²ykite jos lygti�. Raskite trikampio, kurio vir²	un
es yra stygosgaluose ir elips
es 
entre, plot¡. 123



3. Raskite plok²tumos, einan£ios per ta²kus A(1, 3, 2), B(4,�5, 6) ir C(�3, 1, 2), lygti�. Raskite trikampio ABC plot¡,perimetr¡ ir auk²tin�, nuleist¡ i² vir²	un
es A.2.6 �e²tasis laboratorinis darbasDvieju� ir triju� kintamu�ju� kvadratin
esformosn kintamu�ju� x1, x2....xn kvadratine forma vadiname rei²kini�:
Q(x1, x2, ..., xn) =

∑
aijxixj,kurio koe�
ientai tenkina s¡lygas

aij = aji, i, j = 1, ..., n.Akivaizdu, kad kvadratin
e forma vienareik²mi²kai apibr
eºiamasimetrine (aij = aji) matri
a
A = (aij), i, j = 1..n.Matri
os simetri²kumo s¡lyg¡ galime uºra²yti tokiu pavidalu:
aij = (aij + aji)/2.Jei raide x paºym
esime vektoriu� (x1, x2, ..., xn), o x′ � jotransponuot¡ji� vektoriu�, tai kvadratin� form¡ galime uºra²ytitaip:
Q(x) = x′Ax,arba
Q(x) = (x,Ax),124



£ia (x,Ax) ºymi vektoriu� x ir Ax skaliarin� sandaug¡.Yra ºinoma, kad simetrin
es matri
os A tikrin
es vert
es yra realios.Ortogonali¡ja matri
a P vadiname toki¡ matri
¡, kuriosatvirk²tin
e matri
a lygi jos pa£ios transponuotajai matri
ai:
P ′P = E,kur E � vienetin
e matri
a. Egzistuoja ortogonalioji matri
a P ,kuri diagonalizuoja simetrin� matri
¡ A. Taigi jei DApaºym
esime matri
os A diagonalizuot¡j¡ matri
¡, tai

DA = P ′AP ,o matri
os
DA = (dij), i, j = 1..nelementai, kurie n
era pagrindin
es matri
os i�striºain
es elementai,lyg	us nuliui:

dij = 0, i 6= j.Tiesiniu atvaizdavimu P transformuojant vektorin� erdv�
Rn, x ∈ Rn: x = Py, £ia y = (y1, y2, ..., yn), kvadratin
e forma
Q(x) i�gyja kanonini� pavidal¡ DQ(y):

DQ(y) = y′DAy = (y,DAy).Akivaizdu, kad
DQ(y) =

n∑

i=1

diiyi
2.Dalis ²ios sumos d
emenu� gali b	uti lyg	us nuliui. Kanoniniopavidalo kvadratin
es formos DQ(y) nenuliniu� d
emenu� skai£iusvadinamas kvadratin
es formos Q(x) rangu. Teigiamu� d
emenu�125



skai£ius vadinamas formos signat	ura. Forma Q(x) vadinamateigiamai (neigiamai) apibr
eºta, jei visi matri
os DAelementai yra teigiami (neigiami). Kitais atvejais sakome, kad
Q(x) yra neapibr
eºto ºenklo kvadratin
e forma.Kadangi

(x,Ax) = Q(x) = DQ(y) = (y,DAy), jei x = Py,teigiamas kvadratin
es formos Q(x) apibr
eºtumas rei²kia, kadskaliarin
e sandauga
(x,Ax) 6= 0jei x ∈ Rn � bet koks nenulinis vektorius.Naudosime paketus linalg, plots, plottools:

> restart;
> with(linalg): with(plots): with(plottools):1. Tarkim, turime dvieju� kintamu�ju� kvadratin� form¡
> Q:=3*x[1℄^2-2*x[2℄^2-12*x[1℄*x[2℄;X:=[x[1℄,x[2℄℄;N:=nops(X);

Q := 3x1
2 − 2x2

2 − 12x1 x2

X := [x1, x2]

N := 2Sudarome ²itos kvadratin
es formos matri
¡:
> A:= matrix(2,2,[[3,-6℄,[-6,-2℄℄);

A :=

[
3 −6

−6 −2

]Randame jos tikrinius vektorius x ir tikrines reik²mes λ(tenkinan£ius lygti� Ax = λx) 126



> Tikrinis_vektorius := [eigenve
tors(A)℄;
Tikrinis_vektorius := [[−6, 1, {

[

1,
3

2

]

}], [7, 1, {
[−3

2
, 1

]

}]]Normuojame tikrinius vektorius (pakei£iame juos lygiagre£iaispradiniams vienetinio ilgio vektoriais) normalize komanda :
> v1 := normalize(Tikrinis_vektorius[1℄[3℄[1℄);
> v2 := normalize(Tikrinis_vektorius[2℄[3℄[1℄);

v1 :=

[
1

13

√
13

√
4,

3

26

√
13

√
4

]

v2 :=

[

− 3

26

√
13

√
4,

1

13

√
13

√
4

]Naudodami augment komand¡ konstruojame matri
¡ P , kuridiagonalizuoja matri
¡ A:
> P := augment(v1,v2);

P :=






1

13

√
13

√
4 − 3

26

√
13

√
4

3

26

√
13

√
4

1

13

√
13

√
4






P ′AP - diagonalioji matri
a:
> DA := simplify(evalm(transpose(P) &* A &* P));

DA :=

[
−6 0

0 7

]I�sitikiname, kad P - ortogonalioji matri
a:
> evalm(transpose(P)&*P):simplify(%);

[
1 0
0 1

]Randame diagonalizuot¡j¡ kvadratin� form¡:
> Y:=[y[1℄,y[2℄℄;

Y := [y1, y2]127



> DQ:=evalm(transpose(Y)&*DA&*Y);
DQ := −6 y1

2 + 7 y2
2Akivaizdu, kad kvadratin
e forma yra neapibr
eºto ºenklo, josrangas yra 2, o signat	ura lygi 1.I�sitikinkime, kad keitinys X = PAY kanonizuoja kvadratin�form¡ Q:

> evalm(X=PA&*Y);
[x1, x2] =

[
1

13

√
13

√
4 y1 −

3

26

√
13

√
4 y2,

3

26

√
13

√
4 y1 +

1

13

√
13

√
4 y2

]

> K:=[seq(x[k℄=rhs(%)[k℄,k=1..nops(X))℄;
K := [x1 =

1

13

√
13

√
4 y1 −

3

26

√
13

√
4 y2, x2 =

3

26

√
13

√
4 y1 +

1

13

√
13

√
4 y2]

> subs(K,Q):expand(%);
−6 y1

2 + 7 y2
2Naudodami impli
itplot komand¡ nubr
eºkime kreives Q(X) = 1ir DQ(X) = 1 ir palyginkime jas:

> impli
itplot(Q(X)=1,x=-2..2,y=-2..2,s
aling=
onstrained);

–2

–1

1

2

–2 –1 1 2

128



> impli
itplot(DQ(X)=1,x=-2..2,y=-2..2,s
aling=
onstrained);

–1.5

–1

–0.5

0

0.5

1

1.5

–2 –1 1 2

Taigi galime i�sivaizduoti, kaip tiesin
e transforma
ija X = PYveikia erdv�.2. Tarkime, jog turime triju� kintamu�ju� kvadratin� for-m¡:
> restart:with(linalg):
> Q:=x[1℄^2+x[2℄^2+5*x[3℄^2-6*x[1℄*x[2℄-2*x[1℄*x[3℄+2*x[2℄*x[3℄;

Q := x1
2 + x2

2 + 5x3
2 − 6x1 x2 − 2x1 x3 + 2x2 x3Paºymime kintamuosius

> indets(Q):X:=sort(
onvert(%,list));N:=nops(%);
X := [x1, x2, x3]129



N := 3ir randame kvadratin
es formos matri
¡ A:
> A := hessian(Q/2,X);

A :=





1 −3 −1
−3 1 1
−1 1 5



Kadangi simetrin
e matri
a A diagonalizuojama, jos diagonalu-sis pavidalas sutampa su jos �ordano pavidalu. Tod
el galimekvadratin
es formos matri
os A diagonaliojo pavidalo DA ir diago-nalizuojan£iosios matri
os P ie²koti naudodami jordan komand¡:
> DA := jordan(A,R);

DA :=





−2 0 0
0 3 0
0 0 6



Jei mums reikia tik kanoninio kvadratin
es formos Q pavidalo, ji�galime gauti taip:
> Y:=[y||(1..nops(X))℄;evalm(transpose(Y)&*DA&*Y);

Y := [y1 , y2 , y3 ]

−2 y1 2 + 3 y2 2 + 6 y3 2Jei mums reikia kvadratin
es formos kintamu�ju� keitinio, kuris kan-onizuoja form¡, randame diagonalizuojan£i¡ matri
¡ R:
> print(R);











1

2

1

3

1

6
1

2

−1

3

−1

6

0
1

3

−1

3









130



Naudodami 
ol komand¡ i²skiriame matri
os R vektorius �stulpelius:
> v:=[
ol(R,1..N)℄;

v := [

[
1

2
,

1

2
, 0

]

,

[
1

3
,
−1

3
,

1

3

]

,

[
1

6
,
−1

6
,
−1

3

]

]GramS
hmidt ir normalize komandomis ortonormuojamevektorius:
> GramS
hmidt(v,normalized);

[

[
1

2

√
2,

1

2

√
2, 0

]

,

[
1

3

√
3, −1

3

√
3,

1

3

√
3

]

,

[
1

6

√
6, −1

6

√
6, −1

3

√
6

]

]ir sudarome ortogonali¡j¡ matri
¡ P, jos stulpeliams naudodamiortonormuotuosius vektorius:
> P:=transpose(matrix(N,N,%));orthog(P);

P :=











1

2

√
2

1

3

√
3

1

6

√
6

1

2

√
2 −1

3

√
3 −1

6

√
6

0
1

3

√
3 −1

3

√
6











trueApibr
eºiame keitinio kintamuosius
> Y:=[y||(1..nops(X))℄;

Y := [y1 , y2 , y3 ]ir pati� keitini� K = PY :
> evalm(X=P&*Y); 131



[x1, x2, x3] =

[
1

2

√
2 y1 +

1

3

√
3 y2 +

1

6

√
6 y3 ,

1

2

√
2 y1 − 1

3

√
3 y2 − 1

6

√
6 y3 ,

1

3

√
3 y2 − 1

3

√
6 y3

> K:=[seq(x[n℄=rhs(%)[n℄,n=1..N)℄;
K := [x1 =

1

2

√
2 y1 +

1

3

√
3 y2 +

1

6

√
6 y3 , x2 =

1

2

√
2 y1 − 1

3

√
3 y2 − 1

6

√
6 y3 ,

x3 =
1

3

√
3 y2 − 1

3

√
6 y3 ]I�sitikiname, kad ²is keitinys kanonizuoja kvadratin� form¡ Q:

> simplify(subs(K,Q));
−2 y1 2 + 3 y2 2 + 6 y3 2�itaip galime rasti teori²kai bet kokio kintamu�ju� skai£iauskvadratin
es formos kanonini� pavidal¡.3. Raskime kvadratin
es formos diagonalini� pavidal¡Lagranºo metodu.

> restart:with(linalg):with(student):Tarkime, kad m	usu� kvadratin
e forma tokia:
> Q:=3*x1^2+3*x2^2+3*x3^2-2*x1*x2-2*x1*x3+2*x2*x3;
Q := 3 x1 2 + 3 x2 2 + 3 x3 2 − 2 x1 x2 − 2 x1 x3 + 2 x2 x3
ompletesquare komanda kvadratin
eje formoje i²skiriame piln¡kvadrat¡ kintamojo x1 atºvilgiu:

> 
ompletesquare(Q,x1);
3 (x1 − 1

3
x2 − 1

3
x3 )2 +

8

3
x2 2 +

4

3
x2 x3 +

8

3
x3 2132



Likusioje kvadratin
es formos dalyje i²skiriame piln¡ kvadrat¡kintamojo x2 atºvilgiu:
> op(1,%)+
ompletesquare(%-op(1,%),x2);

3 (x1 − 1

3
x2 − 1

3
x3 )2 +

8

3
(x2 +

1

4
x3 )2 +

5

2
x3 2Naujieji kvadratin
es formos kintamieji - pilnu�ju� kvadratu�pagrindai:

> indets(%,anything^2);
> {y1=op(1,%[1℄),y2=op(1,%[2℄),y3=op(1,%[3℄)};
> K:=solve(%,{x||(1..3)});

{(x2 +
1

4
x3 )2, (x1 − 1

3
x2 − 1

3
x3 )2, x3 2}

{y2 = x1 − 1

3
x2 − 1

3
x3 , y3 = x3 , y1 = x2 +

1

4
x3}

K := {x1 = y2 +
1

4
y3 +

1

3
y1 , x2 = y1 − 1

4
y3 , x3 = y3}Pakeit� kintamuosius randame kanonini� kvadratin
es formospavidal¡:

> subs(K,Q):simplify(%);
3 y2 2 +

5

2
y3 2 +

8

3
y1 2Kvadratin
es formos, kurios rangas maºesnis uº joskintamu�ju� skai£iu�, pavyzdys

> A3:=matrix(3,3,[1,2,3,2,0,2,3,2,5℄);
A3 :=





1 2 3
2 0 2
3 2 5





> X:=([x,y,z℄);
X := [x, y, z]133



> Q3(X):=expand(evalm(transpose(X)&*A3&*X));
Q3([x, y, z]) := x2 + 4x y + 6x z + 4 y z + 5 z2

> DQ3:=jordan(A3,P);
DQ3 :=





0 0 0

0 3 +
√

21 0

0 0 3 −
√

21





> print(P);











1

3
−
√

21

42
+

1

3

√
21

42
+

1

3

1

3

√
21

14
− 1

6
−
√

21

14
− 1

6

−1

3

√
21

21
+

1

6
−
√

21

21
+

1

6










Kvadratin
es formos kanoninis pavidalas yra:

> X1:=([x1,y1,z1℄);
X1 := [x1 , y1 , z1 ]

> multiply(transpose(X1),DQ3,X1);
y1 2 (3 +

√
21) + z1 2 (3 −

√
21)Matome, kad kvadratin
es formos rangas lygus 2.Uºdaviniai.1. Duota kvadratin
e forma 6x2 + 5 y2 + 7 z2 − 4xy + 4xz.Raskite jos kanonini� pavidal¡, rang¡, signat	ur¡. Uºra²ykitediagonalin� matri
¡ ir ortogonali¡j¡ diagonalizuojan£i¡ matri
¡.Patikrinkite jos ortogonalum¡. Nustatykite kvadratin
es formosapibr
eºtum¡. I�sitikinkite diagonalizuojan
ios transforma
ijospasirinkimo teisingumu. 134



2. T¡ pati� padarykite su kvadratine forma
Q := −4x1

2 + 2x2
2 − 5x3

2 + 2x1 x2 − 3x1 x3 + 5x2 x3.3. Sukonstruokite kvadratin� form¡, kurios rangas maºesnis uºkintamu�ju� skai£iu�. Nubr
eºkite kreives (pavir²ius), kuriu� ta²kuosekvadratin
es formos skaitin
e reik²m
e pastovi.2.7 Septintasis laboratorinis darbasAntrosios eil 
es kreiv
es ir pavir²iaiMAPLEI²spr�skime kelet¡ uºdaviniu�.1. Raskime kreiv
es
12x1

2 + 28x2
2 + 12x1 x2 − 48x1 − 124x2 + 133 = 0 kanonini�pavidal¡.

> restart;
> with(geometry):with(linalg):
> eq:= 12*x[1℄^2+28*x[2℄^2+12*x[1℄*x[2℄-48*x[1℄-124*x[2℄+133= 0;
eq := 12x1

2 + 28x2
2 + 12x1 x2 − 48x1 − 124x2 + 133 = 0Kreiv� atpaºi�stame naudodami 
oni
:

> 
oni
(`k`,eq, [x[1℄,x[2℄℄ ):
> form(k);

ellipse2dPasitelk� draw br
eºiame elips� ir jos ºidinius:
> fo
i([F1,F2℄,k):
> draw([k,F1,F2℄,s
aling=
onstrained,axes=normal,printtext=true);135



F2

F1

1

1.5

2

2.5

3

–0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5randame elips
es 
entro koordinates:
> C:=
oordinates(
enter('o',k));

C := [1, 2]Pastumiame koordina£iu� pradºios ta²k¡ i� elips
es 
entr¡:
> subs(x[1℄=x[1℄+C[1℄,x[2℄=x[2℄+C[2℄,Equation(k));

12 (x1 + 1)2 + 28 (x2 + 2)2 + 12 (x1 + 1) (x2 + 2) − 48x1 − 163 − 124x2 = 0

> eq1:=expand(%);
eq1 := 12x1

2 − 15 + 28x2
2 + 12x1 x2 = 0

> Q:=lhs(eq1)+15;
Q := 12x1

2 + 28x2
2 + 12x1 x2Analogi²kai, kaip ²e²tajame laboratoriniame darbe, randamekeitini�, suvedanti� kvadratin� form¡ Q i� kanonini� pavidal¡:

> indets(Q):X:=sort(
onvert(%,list));N:=nops(%);
X := [x1, x2]136



N := 2

> A := hessian(Q/2,X);
A :=

[
12 6
6 28

]

> DA := jordan(A,R);
DA :=

[
10 0
0 30

]

> v:=[
ol(R,1..N)℄;
v := [

[
9

10
,
−3

10

]

,

[
1

10
,

3

10

]

]

> GramS
hmidt(v,normalized);
[

[
1

10

√
9
√

10, − 1

30

√
9
√

10

]

,

[
1

10

√
10,

3

10

√
10

]

]

> P:=transpose(matrix(N,N,%));
P :=






1

10

√
9
√

10
1

10

√
10

− 1

30

√
9
√

10
3

10

√
10






> Y:=[y||(1..nops(X))℄;
Y := [y1 , y2 ]

> evalm(X=P&*Y);
[x1, x2] =

[
1

10

√
9
√

10 y1 +
1

10

√
10 y2 , − 1

30

√
9
√

10 y1 +
3

10

√
10 y2

]

> K:=[seq(x[n℄=rhs(%)[n℄,n=1..N)℄;
K := [x1 =

1

10

√
9
√

10 y1 +
1

10

√
10 y2 , x2 = − 1

30

√
9
√

10 y1 +
3

10

√
10 y2 ]

> simplify(subs(K,eq1));
10 y1 2 + 30 y2 2 − 15 = 0Kanonin
e elips
es lygtis tokia: 137



> (%+(15=15))/15;
2

3
y1 2 + 2 y2 2 = 12. Raskite kreiv
es 7x2

1 − 24x1x2 + 94x1 − 120x2 + 439 = 0kanonini� pavidal¡.
> with(geometry):with(linalg):
> eq:=7*x[1℄^2-24*x[1℄*x[2℄+94*x[1℄-120*x[2℄+439 = 0;

eq := 7x1
2 − 24x1 x2 + 94x1 − 120x2 + 439 = 0

> 
oni
(`k`,eq, [x[1℄,x[2℄℄ ):
> form(k);

hyperbola2dBr
eºiame ²i¡ hiperbol�:
> draw(k,s
aling=
onstrained,axes=normal);

–60

–40

–20

20

40

60

–80 –60 –40 –20 20 40 60

randame jos 
entro koordinates:138



> C:=
oordinates(
enter('o',k));
C := [−5, 1]ir lygiagre£iu koordina£iu� a²iu� post	umiu sutapatinamekoordina£iu� pradºios ta²k¡ su hiperbol
es 
entru:

> subs(x[1℄=x[1℄+C[1℄,x[2℄=x[2℄+C[2℄,Equation(k));
7 (x1 − 5)2 + 94x1 − 151 − 24 (x1 − 5) (x2 + 1) − 120x2 = 0

> eq1:=expand(%);
eq1 := 7x1

2 + 144 − 24x1 x2 = 0

> Q:=lhs(eq)-144:Ie²kome kintamu�ju� keitinio, suvedan£io kvadratin� form¡ Q i�kanonini� pavidal¡:
> indets(Q):X:=sort(
onvert(%,list)):N:=nops(%):
> A := hessian(Q/2,X):
> DA := jordan(A,R):
> v:=[
ol(R,1..N)℄:
> GramS
hmidt(v,normalized):
> P:=transpose(matrix(N,N,%)):
> Y:=[y||(1..nops(X))℄:
> evalm(X=P&*Y):
> K:=[seq(x[n℄=rhs(%)[n℄,n=1..N)℄;

K := [x1 =
1

25

√
9
√

25 y1 +
1

25

√
16

√
25 y2 , x2 =

4

75

√
9
√

25 y1 − 3

100

√
16

√
25 y2 ]Kei£iame kintamuosius hiperbol
es lygtyje eq1:

> simplify(subs(K,eq1));
−9 y1 2 + 16 y2 2 + 144 = 0Kanonin
e hiperbol
es lygtis:

> (%-(144=144))/(-144);
1

16
y1 2 − 1

9
y2 2 = 1139



3. I²tirkite kreiv� 2x2 + 3xy − 3x− 5y2 − 4y + 1 = 0.
> eq:=2*x^2+3*x*y-3*x-5*y^2-4*y+1 = 0;

eq := 2x2 + 3x y − 3x− 5 y2 − 4 y + 1 = 0

> 
oni
(`k`,eq, [x,y℄ ):geometry/
oni
/
lassify: "degenerate 
ase: two interse
ting lines"Error, (in geometry/hyperbola_degenerate) expe
ting a nameTurime dvi susikertan£ias tieses:
> draw(k,s
aling=
onstrained,axes=normal);

–10

–8

–6

–4

–2
0

2

4

6

8

10

–10 –8 –6 –4 –2 2 4 6 8 10

Tiesiu� lygtis gal
esime para²yti i²skaid� dauginamaisiais kairi¡j¡lygties pus�:
> map(fa
tor,eq);

(2x+ 5 y − 1) (x − y − 1) = 0Tiesiu� lygtys yra:
x− y − 1 = 0140



ir
2x+ 5 y − 1 = 0.4. I²tirkite antrosios eil
es kreiv�

180x2
1 + 180x1x2 + 45x2

2 − 61x1 − 29x2 + 5 = 0.
> eq:= 180*x[1℄^2+180*x[1℄*x[2℄+45*x[2℄^2-61*x[1℄-29*x[2℄+5 = 0;
eq := 180x1

2 + 180x1 x2 + 45x2
2 − 61x1 − 29x2 + 5 = 0

> p:='p':
oni
(`p`,eq, [x[1℄,x[2℄℄ ):
> form(p);

parabola2d�i� kart¡ turime parabol�:
> draw(p,s
aling=
onstrained,axes=normal);

0.104

0.106

0.108

0.11

0.112

0.114

0.108 0.11 0.112 0.114 0.116 0.118Randame parabol
es vir²	un
es koordinates141



> C:=
oordinates(vertex('v',p));
C := [

1511

13500
,

377

3375
]Pastumiame koordina£iu� sistemos pradºios ta²k¡ i� parabol
esvir²	un�:

> subs(x[1℄=x[1℄+C[1℄,x[2℄=x[2℄+C[2℄,Equation(p));
61x1 +

22801

4500
+ 29x2 − 180 (x1 +

1511

13500
)2−

180 (x1 +
1511

13500
) (x2 +

377

3375
) − 45 (x2 +

377

3375
)2 = 0

> eq1:=expand(%);
eq1 :=

3

5
x1 −

6

5
x2 − 180x1

2 − 180x1 x2 − 45x2
2 = 0Ie²kome kanonizuojan£iojo kintamu�ju� keitinio:

> Q:=lhs(eq1):
> indets(Q):X:=sort(
onvert(%,list)):N:=nops(%):
> A := hessian(Q/2,X):
> DA := jordan(A,R):
> v:=[
ol(R,1..N)℄:
> GramS
hmidt(v,normalized):
> P:=transpose(matrix(N,N,%)):
> Y:=[y||(1..nops(X))℄:
> evalm(X=P&*Y):
> K:=[seq(x[n℄=rhs(%)[n℄,n=1..N)℄;

K := [x1 =
1

5

√
5 y1 +

1

5

√
4
√

5 y2 , x2 = −2

5

√
5 y1 +

1

10

√
4
√

5 y2 ]I�statome gaut¡ji� keitini� K i� lygti� eq1:
> simplify(subs(K,eq1));

3

5

√
5 y1 − 225 y2 2 = 0142



ir gauname kanonin� parabol
es lygti�
> %/225;

1

375

√
5 y1 − y2 2 = 0Antrosios eil
es pavir²iaiNaudodami plots ir plottols paketus ir funk
ij¡ impli
itplot3dnubr
eºkime kai kuriuos antros eil
es sukimosi pavir²ius.

> with(plots):
> with(plottools):1. Sukimosi elipsoidas x2

42 + y2

32 + z2

32 = 1.

> impli
itplot3d(x^2/4^2+y^2/3^2+z^2/3^2=1,x=-4..4,y=-3..3,z=-3..3,s
aling=
onstrained, style=pat
h,axes=boxed);
–4

–2
0

2
4

x

–3
–2

–1 0
1

2
3

y

–2

0

2

143



2. Sukimosi paraboloidas z = x2

42 + y2

42 .

> impli
itplot3d(z=x^2/4+y^2/4,x=-4..4,y=-4..4,z=0..3, s
aling=un
onstrained, style=pat
h,axes=boxed);
–4

–2
0

2
4

x

–4
–2

0
2

4

y

0
0.5

1
1.5

2
2.5

3

144



3. Sukimosi hiperboloidas x2

52 + y2

52 − z2

22 = −1..
> impli
itplot3d(x^2/5^2+y^2/5^2-z^2/2^2=-1,x=-10..10,y=-10..10,z=-7..7,s
aling=un
onstrained,style=pat
h,axes=boxed,orientation=[10,60℄);

–10

0

10

x

–10 –5 0 5 10y

–6
–4
–2

0
2
4
6

145



4. K	ugis 2z2 = x2 + y2.

> impli
itplot3d(2*z^2=x^2+y^2,x=-10..10,y=-10..10,z=-7..7,s
aling=un
onstrained, style=pat
h,axes=boxed, orientation=[20,45℄);
–10

–5

0

5

10

x
–10

–5
0

5
10

y

–4

0

4

5. Elipsoidas.Nubr
eºkime elipsoid¡, kurio a²ys lygiagre£ios koordina£iu� a²ims
Ox, Oy ir Oz ir kurio a²iu� ilgiai lyg	us atitinkamai 8, 6 ir 4.Elipsoido lygtis yra

x2

42
+
y2

32
+
z2

22
= 1.Tada: 146



> impli
itplot3d(x^2/16+y^2/9+z^2/4=1,x=-4..4,y=-3..3,z=-2..2,s
aling=un
onstrained, style=pat
h,axes=boxed, orientation=[20,45℄);
-3

-2
-1 y

0
1

2
3
-4

-2
0

x2
4Uºdaviniai1. Raskite kanonines kreiviu�

25x2 − 20x y + 50x+ 40 y2 − 20 y − 11 = 0 ir
41x2 + 34x y − 284x + 29 y2 − 308 y + 804 = 0 lygtis.2. Nubr
eºkite dvi²aki� sukimosi paraboloid¡ ir 
ilindr¡.3. Nubr
eºkite elipsoid¡, kurio 
entras ta²ke (1, 2, 3), a²yslygiagre£ios koordina£iu� a²ims, o ju� ilgiai atitinkamai lyg	us 2, 3, 4.
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