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Skyrius 1

Teorijos santrauka

1.1 Algebrinés operacijos ir strukturos

1.1.1 Aibés su algebrinémis operacijomis

Pagrindiniai zZyméjimai:

A aibé, a € A aibés elementas,

B C A — aibés poaibis,

g C A tusdioji aibé,

YV — bendrumo kvantorius (visi, kiekvienas, bet kuris)
3 egzistavimo kvantorius (egzistuoja, galima rasti).
NCZCQ@QCR skaiiy aibes,

A ={ay,aq9,...,a,}, A= {a,B} — baigtinés aibés.

Y

r€eA yeA z=uxx*xy € A— binarioji operacija

Ve,y € A= xxy € A aibé yra uzdara operacijos (x) atzvilgiu;
(A, %) — algebriné struktura

(N’ +): (Z> _): (Zv )



Pavyzdziai

1. A:{Oé,ﬂ}, a@aza,a@ﬂ:ﬂ,ﬂ@a:ﬂ,ﬂ@ﬂ:a,
(A, @).
2. mn€Z, mon=m-—n+m-n, (Z,0)
102 =1-2+412=1,203=2-3+2-3=5,304 = 3—4+3-4 = 11.
3. Kompleksiniai skaiciai
C= {(ﬂj‘,y) HEGS Rvy € R}, 1 = ($17y1)7 2 = ($27y2)7
21+ 22 = (21 + 22,91 + y2), 21 - 22 = (X122 — Y1y2, T1Y2 + T2y1)
(1,2)-(2,3) = (1-2—2-3,1-3+4+2-2) = (2—6,3+4) = (—4,7).
4. n-madiy vektoriy erdvée R"
R" = {(ZE1,$2, R ,:L‘n), T € R}, a = (al,ag, e ,an), b= (bl,bg, R ,bn),
a+b= (a1+bl,a2+b2,...,an+bn).
5. Antrosios eilés kvadratinés matricos
Ao M a2 o bi1 b2 A+B = < ajp + b1 aiz + b2 )7
as a ba1  boo as1 +bo1  azs + bao
A.B— < anbii + aigbar  arbiz + aizba: )
ag1b11 + agzbor  azibia + azebon
<1 2) (5 0 >_<1-5+2-7 1.0+2-(—1)>_<19 —2)
3 4)\7 1) \35+4.7 3-04+4-(-1) ) \ 43 -4 )
6. Vieno kintamojo daugianariai
Po(z) = aps™ + ap_ 12" 4+ -+ a12 + ag,
a; € R, a,, # 0 — n-tojo laipsnio polinomas
An(x) + Bp(x) = (an + bp)a™ + (an—1 + by_1)z" L+ -+ (a1 +
bi)z + (ao + bo),
An(@) - Bm(2) = Cpgm() =
anbmxn+m+(anbm—1 +an—1bm)$n+m_1+' : -+(a1b0+a0b1)x+a0b0.



1.1.2 Pusgrupiai ir monoidai
Apibrézimai

Turime algebrine struktura (A, x). Operacija (%) vadinama komu-
tatyvigja, kai Vo, y € A:

Operacija (x) vadinama asociatyvigja, kai Vz,y,z € A

‘x*(y*z):(x*y)*z‘

Pastebékime, kad esant operacijos (*) asociatyvumui, galima api-
bréztj kélimo laipsniu n operacija ™ = x % x % --- * x.

n karty
Algebriné struktura (A, ) su asociatyviaja operacija (*) vadinama
PUSGTUPILU.
Pusgrupio elementas e € A vadinamas neutralivoju, kai Vo € A

lexx =xxe =1

Teorema. Neutralusis elementas yra vienintelis.

Jrodymas. Tarkime, kad turime kitg neutralyjj elementg e’. Taiky-
dami apibrézimg, gauname e x ¢ = € x e = e. Kita vertus,
exe = xe=¢.

Jei operacija (x) vadinama sudétimi ir Zymima (+), neutralusis
elementas vadinamas nuliniu. Toks pusgrupis vadinamas adiciniu.
Kai turime daugybos operacija () (multiplikacinis pusgrupis)
neutralyji elementa vadiname vienetiniu.

Pusgrupis su neutraliuoju elementu vadinamas monoidu. Jei ope-
racija () yra komutatyvi, monoidas vadinamas komutatyviuoju.

Pavyzdziai

1. ({0,1},®), @ — sudétis moduliu du; operacija @ komutatyvi ir
asociatyvi; nulinis elementas 0:



(0@ 0) &080)=0,080)a1=0&0a1)
(0@1)@0 ®(1le0)=1, 0l)el=00(1d1) =0,
( )@0_1@(0@0): ,(1e0)el= ( )
(Iel)ed=121a0)=0,1al)pl=1a(1®1)
2. (Z,0), operacija o néra komutatyvi:
304=3-4+4+3-4=11,4—-3+4-3 =13,

ir néra asociatyvi:
0(304)=20(3—-4+43-4)=20(11)=2—-11+22=13,
(203)04=(2-34+2-3)0d=(5)od=5—-4+5-4=21.
Visos operacijos (3. 6. pavyzdZziai) yra asociatyvios, marticy
daugyba néra komutatyvi:

(Fa)G )= G a)-(ia)

Tarkime, kad (A,*) yra monoidas (t.y. struktura turi neutralyjj
elementy e € A). Elementas @ € A vadinamas simetriniu elemen-
tui a € A, jei

|d*a:a*d:e|

Teorema. Simetrinis elementas vienintelis.

Jrodymas. Tarkime, kas yra kitas simetrinis elementas a’. Tada
a' * a = e = a*a’. Remdamiesi monoido asociatyvumu, gauname,
kad @’ = exa = (a*xa)xd’ =ax(a*xad') = a*e=a. Taigi a’ = a.
Galima zyméti @ = a~!. Pastebékime, kad (a_l)_l = a. Simetri-
nis elementas sudéties operacijos atveju paprastai vadinamas prie-
singu, o daugybos operacijos  atvirkstiniu.

Pastebékime, kad

(xy) =y txa”

1

Irodymas iéplaukia i8 operacijos asociatyvumo: (x * y) * (y~ *

r71) = (a;*(y*y D) s a (x*e)*a:_lza;*a: ! = e. Panagiai
-1

gauname (y~txz7 ) x (z*y) =
10



Tarkime, kad A C A. Jei visi elementai € A turi simetrinius
z~' € A, tai (4,*) — monoidas.

Pavyzdziai

(N, +), nulinio (neutraliojo) elemento néra: 0 ¢ N; né vienas ele-
mentas neturi priesingo.

(Z,+), priesingas elementas 27! = —z: 2+ (—2) = (—2) + 2 =0.
(Z,-), vienetinis (neutralusis) elementas — skai¢ius 1 € Z; atvirks-
tinis elementas 27! = %, z2#0: z- % = % sz =1.

(C,+) kompleksiniai skaitiai z = (z,y) turi prieSingus: —z =
(_$a _y)'

(C,-) kompleksiniai skaic¢iai z = (z,y), (2 # (0,0) turi atvirks-
tinius 27! = (%_i_yg, —xg—_‘l‘/_yg): zxz =21 sz =e=(1,0).

. . . . a1 a
(Mayxs,-), antrosios eilés kvadratiné matrica A = < 2 >

a1 a2
a2 _ az1
turi atvirkstine matrica A=! = a11az 12021 a11a22 2012021
o 12 11 ;
11a22—0120G21 a11a22—a12021

jei detA = 110922 — a120a921 75 0.
. 1
Turime A- A~ = A"\ A= F = < o )
Apibrézimas. Monoidas (A, *), kurio visi elementai x € A turi
simetrinius 27 € A, vadinamas grupe.
Grupe (A, *) galima apibrézti ir Siomis jos savybémis:
(1) operacija (x) asociatyvi: z* (y * 2) = x * (y * 2);
(2) egzistuoja neutralusis elementas: de € A exx = x xe = x;

(3) kiekvienas elementas turi simetrinj: Vo € AJz~! : 27l vz =

rxr !l =e.

Komutatyvioji grupé dar vadinama Abelio grupe.
Pavyzdziai

(Z,+), (C,+) Abelio grupes;

(Z,-), (C,-) — pusgrupiai.
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1.1.4 Baigtinés grupés

Tarkime, kad algebriné struktura (A,=*) yra grupé ir aibé A yra
baigtiné: A = {aq,as,...,a,}. Skai¢ius n vadinamas grupés eile.
Ciklinés grupés

Tarkime, kad operacija (A, *) yra grupé. Tada () yra asociatyvi ir

galima apibrézti elemento a laipsnj: a® = axa, a® = axa® = a®*a,
a" = a" 'xa = ax*a”'. Susitarkime, kad o' = a, a° = e.

L _ simetrinis elemen-

Apibrézkime dar ir neigiamus laipsnius: a~
tas, a2 = a ' xa7!, a7 = (a_l)n. Taigi algebriné struktura
(a) = ({a",n € Z},%) yra grupés (A, ) pogrupis. Ja vadiname
cikline grupe, generuota elemento a.

Cikliné grupe gali buti baigtiné arba begaliné. Jei grupé yra baigti-
né, bet kurio elemento visi laipsniai negali buti skirtingi (priesingu
atveju buty be galo daug elementy). Todél galima nurodyti tokj
maziausig naturalyjj skaic¢iy d, kad a? = e. Jis vadinamas baigtinés
grupes elemento a eile.

Baigtinés ciklinés grupés (a) = ({a”,n € Z},*) eilé sutampa su
jos generuojancio elemento eile.

Perstatos

Turime baigtine aibe A = {aj,as,...,a,}. Aibés A elementy abi-
pus vienareikdmj atvaizda | tos pacios aibés elementus (biekcija)
vadiname §ios aibés elementy perstata:

p_<1 2 3 -+ n-—1 n)
i iy 43 g1 p )

Ta palia perstata galima perrasyti keliais budais ( jy yra n!):
po(L 23 Ay_(23 410
~\4 12 3) \12 3 4)

12



/123 4\ (2341
9=\a4 231 )" \2314)

Perstaty sandauga néra komutatyvi:

pgo (123 a4 (41 23) (1234
9=\ 41 2 3 1 423) " \1423)
(123 AN (4231 (1234
9 7=\ 4 2 3 1 3124) 3124

Perstaty sandauga yra asociatyvi:

(f-9)-h=[-xg-h).

Algebrinés strukturos vienetinis elementas yra perstata

(1 2 3 -+ n—-1n
““\1 23 - n-1n)
Kiekviena perstata p turi atvirkstine
L= 11 gy 43 o dp—1  ip \ |
1 2 3 -+~ n—1 n )
p.p_lzp_l.p:e‘

Taigi pestaty aibé su daugybos operacija yra grupe.

1.1.5 Ziedas ir laukas

Algebriné struktura (A, +,-) yra vadinama Ziedu, kai A # () ir

1) (A,+4) yra komutatyvioji grupé;

2) (A,-) yra pusgrupis;

Kadangi algebrine struktura (A,-) yra tik pusgrupis, daugybos
operacija (-) gali neturéti atvirkstinés operacijos — dalybos. Tarkime,
kad z-y = 0ir x # 0, y # 0. Tada strukturos (A, +, -) elementai z,

13



y vadinami nulio daliklias. JeiVz # 03z~ (z-o~ ' =271.2 =e),
tai ziedas neturi nulio dalikliy.

Algebriné struktura (A, +,-) vadinama kunu, kai A 2 () ir

1) (A, +) yra komutatyvioji grupé;

2) (A\{0},) yra grupg;

3) daugybos operacija yra distributyvi sudéties atzvilgiu:

Vr,y,z € A

z-(y+z2)=z-y+ux-z,

(y+z)z=y a+z 2

Komutatyvusis kunas vadinamas lauku.

Pavyzdziai
1. (R,+,-) kunas.

2. Kvadratinés matricos tokio pavidalo ( _z i > sudaro kuna.

1.2 Kompleksiniai skaiciai

1.2.1 Apibrézimai

Kompleksiniais skai¢iais vadiname algebrine struktura su sudéties
ir daugybos operacijomis:

(C,+,),C=Rx R={(x,y), =,y € R},

21 = (x1,1), 22 = (T2,¥2), 21 + 22 = (1 + Y1, 22 + Y2),

2120 = (X1 @2 — Y1 - T2, X1 - Yo + T2 - Y1)-

Nulinis elementas:

0=1(0,0): 2+0=(x+0,y+0)=(0+2,0+y) =z Vz.
Vienetinis elementas:

1=(1,0): z-1=(x-1-y-0,2-0+y-1) =(1-2—0-y,0-2+1-y) =
1-z=2Vz.

14



1.2.2 Operacijy savybés

Komutatyvumas:

21 + 22 = 22 + 213

Z1 29 = 29 Z27.
Asociatyvumas:

21+ (22 + 2'3) = (2’1 + 22) + z3;
Z1 - (ZQ . Zg) = (Zl . ZQ) © Z3.
Distributyvumas:

21 (22 +23) = 2122 + 21 - 23.

Atimties ir dalybos operacijos

Priefingas elementas (—z) = (—z, —y).
Atimties operacija

21 —29 =21+ (—2) = (x1+(—22), 1+ (—y2)) = (x1— 22, y1 —Y2).

Kompleksiniy skai¢iy 27 ir zo # 0 dalmuo 2—; yra toks kompleksinis

skaic¢ius w = (z,y), kad w - z9 = 2. Taigi reikia i8spresti lygciy
sistema:

Yo + T2y = Y2.

T1T2HY1Y2 T2yl —T1Y2 )
eity; o ahtyy
Atvirktinis elementui z = (z,y) elementas z=! : 2712z = (1,0) yra

toks:
Lol € Y
2 332 + y2 ) ZE2 + y2 :

Isnagrinékime, kompleksiniy skai¢iy aibés poaibj C? = {(z,0), z €
R}. Pastebékime, kad V21,20 € CV 21 + 20 € C0) 21 - 2C°. Al-
gebriné struktura (CY, +,-) sutampa su (R, +,-), jei susitarti, kad
x = (z,0) Vo € R.

Taigi, turime

{x2x — Y2y =2,

Gauname w = 2L = (
2

NCcZCcQCRcC.
15



Kompleksiniy skai¢iy algebrinis pavidalas

Isspreskime lygti 22 = —1 kompleksiniy skai¢iy aibéje. Turime

lygéiy sistema
$2 _ y2 — _1,
2xy =0.

Kadangi x,y € R turi buti z = 0 arba y = 0. Pirmaja lygti galima
i8spresti tik kai x = 0. Siuo atveju y = 1 arba y = —1. Gauname
du lygties sprendinius (0,1) ir (0,—1).
Pazymeékime kompleksinj skaiciy (0,1) = ¢ ir vadinsime ji mena-
muoju vienetu. UzraSykime kompleksiniy skaic¢iuy pagrindine tapa-
tybe
i?=—1

Pastebéje, kad z = (z,y) = (2,0)4+(0,y) = (x,0)+(0,1)-(y,0),

kompleksinj skaic¢iy z galime uzraSyti algebriniu pavidalu

Zymésime r = Rez ir vadinsime kompleksinio skai¢iaus realigja
dalimi; Imz = y — menamgja dalimi.

Operacijy algebrinis pavidalas

21 k29 = (xl + xg) + i(yl + yg),

2120 = (x122 — Y1y2) + i(21y2 + a2y1),

21 Z1cZ  mir2tyiy2 | T2yl — T1Y2

2 -7 T3+y3 ¥3 + Y3
Skai¢ius Z = x — iy vadinamas kompleksiniu jungtiniu skaic¢iui
z=x+1y.

16



1.2.3 Geometrinis vaizdavimas

E 3

1 pav. Kompleksinio skai¢iaus geometrinis vaizdavimas

Pazymeékime, p = |z| = /22 +y? kompleksinio skai¢iaus modul,

¢ - kompleksinio skaitiaus z = (z,y) = x + iy argumentq (tanp =
4 arba cosp = %; sinp = ‘73" 7r. 1 pav. ).

17



Z=x+y

E 3

Z=x-iy

2 pav. Jungtinio skai¢iaus geometrinis vaizdavimas

Paminékime, kai kurias kompleksinio jungtinio skaiciaus z =
x — iy (7r. 2 pav.) savybes:

argz = —argz, |z| = |z], 7 = z;

1.2.4 Trigonometrinis ir eksponentinis pavidalas

Kompleksinj skai¢iy z = (z,y) = x + iy galima uzra8yti ir trigono-
metriniu pavidalu

z = p(cos ¢ + isinp)

Kompleksinio skai¢iaus argumentas ¢ apibréztas tik su tikslumu
2nk, k € Z. Todél susitarkime zymeéti argz = ¢ jo reikSme,
priklausancia intervalui —m < ¢ < 7 ir vadinsime argumento pa-
grindine reik§me. Visy galimy argumento reik§miy aibe zymésime

18



Arg 2
Arg z = {argz + 27k, k=0,£1,%+2,...}

r 4
212,

=TS
T

Z,+2zZ,

n 3

N
r

: 7 Ngig

i

3 pav. Sudéties ir daugybos geometriné prasmeé
Raskime kompleksiniy skaic¢iy sandaugos trigonometrinj pavi-
dala (7r. 3 pav.):
21+ 22 = (p1(cos ¢y +isinpy)) - (p2(cos w2 +isinps)) =
p1p2 ((€os p1 cos g — sin ¢y sin@y) + i (sin 1 cos g + €os @1 sin p9)) =
p1p2 (cos (b1 + 2) + isin (o1 + ¢2))
Susitarkime Zyméti' cosp + isinp = €. Tada kompleksinj
skai¢iy uzrasome dar ir eksponentiniu pavidalu:

z = (x,y) = x + iy = |z|(cosarg z + isin arg z) = |z|e" &2,

!Si formulé jrodoma matemetinés analizés kurse.
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Taigi z120 = plpgei(“’ﬁ‘”). Pastebéje, kad kompleksinj jungtinj
skai¢iy Z = x — iy uzrafome taip Z = p(cos ¢ +isin(—p)) = pe~ ¥,
gauname dalybos formule

Z1 2122

1 .. 1 4 _
= 22 Py (cos (1 — o) + isin (1 — 2)) = Deilerea)
Z2  Z2-Z2 Py P2

1.2.5 Laipsnis

Taikydami daugybos formule n karty, gauname Muavro formule

2" = p"(cosnyp + isinng) = pte?
Pastebékime, kad $i formulé yra taikytina visiems n € Z.
Taikydami Muavro bei Niutono binomo? formules, gauname trigo-
nometriniy tapatybiy jrodymus. Pavyzdziui,

(cos p + isinp)® =
cos® ¢ 4 3icos? psing — 3cos psin? ¢ —isin® ¢ =
cos 3¢ + i sin 3.
Taigi
cos 3¢ = cos® ¢ — 3cos psin? @, sin 3p = 3 cos? psin ¢ — sin® p.

Saknies traukimas

Apibrézkime n-tojo laipsnio Saknj i§ kompleksinio skaiciaus
z = p(cos ¢ +isiny), kaip lygties

w =z

sprendinj.

Pazymeékime |w| = r, ¢ = argw. Tada w™ = r"(cos nip+isinnyp) =
p(cos p +ising) arba r™ = p ir np = ¢+ 27k, k € Z. I ¢a gau-
name, kad r = {/p, ¢ = e2mk po—0,1,...,n — 2. Pastebékime,

n

2a+ib)™ = a™ 4+ Cra™ *(ib) + C2(bi)> 4 - + CEa®(ib)" ™ 4 - + (ib)™.
20



kad yra tik n skirtingy n- tojo laipsnio Saknies reikSmiu wq, wi,
cr, W1t

2 k 2 k -arg z4+27k

wy = 7\1/m<cosiatrgz+ T +ic087argz: i >= Vi G
n

k=0,1,...,n—1.

Visos §ios reik§mes yra taisyklingojo n-kampio, jbrézto i ap-
skritima su centru koordinaciy pradzioje ir spinduliu {/|z|, vir§unés
(7r. 4 pav.).

4 pav. Saknies reik¥més
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1.3 Matricos ir determinantai

1.3.1 Pagrindiniai apibréZimai

aix a2 ... Qp
a a .oa
21 22 2n _ Haz]Han
Aml Am2 ... Qmn
matrica — skaiciy lenteleé,
m  eiluciy skaicius,
n — stulpeliy skaicius,
a;; matricos elementas,
1,7 — elemento indeksai.
Pavyzdys
3 20
—% m 0
m=2n=3,
1
a1 =3, a12 =2, a13 =0, ag1 = —3, az2 = 7, azz = 0.

Transponuota matrica

transponavimo operacija
A= aij|lysn » AT = 1@l | sem

Pav yzdys
1
-3

( 320 >T s
1 = 2 T
m = 1 — matrica eiluté (a; az---ay)

ai

. . a
n = 1 — matrica stulpelis 2

am
22



Kvadratiné matrica

m =n kvadratiné matrica (n-tosios eilés):

ai a2 cee Q1 p—1 a1n
a21 ago cee a2 n—1 a2n
an-1,1 Aan-12 ... An—-1n—1 On—1n
Gnl An2 cee anp n—1 Qnn
a11,G22, - . .,0n, Kkvadratinés matricos pagrindineé jstrizaine
A1n,02n—1,---,0n1 — kvadratinés matricos Salutine jstrizaine

A - kvadratiné ir AT = A simetriné matrica;

1 2 . .. .
— simetrine matrica;

2 3

1 2 4

-2 3 5 antisimetriné matrica a;; = —aj;, Vi # j.
-4 -5 0

1.3.2 Operacijos su matricomis

Matricy sudétis

Matricy A = ||agjll,, s, it B = [|bijl],,, 5, Sudétis A+B = [|a;; + byjl|
32 0), (141 _(4 6 1
-3 70 $82) 0 7+8 2

Matricy sudéties savybeés:

komutatyvumas A4+ B =B+ A

mxn

23



asociatyvumas (A+ B)+C = A+ (B+ ()
Neutralusis elementas — nuliné matrica:

0 0 0
e R
0 0 0

ATO0=0+A=A, VA

Matricos daugyba i$ skai¢iaus

/\ . A = ||)\aij||m><n

5.< 3 2 O)_( 15 10 O)

—% 7T 0) \ -5 571 0
asociatyvumas A - (pA) = (Ap) - A
distributyvumas:

1) M(A+ B) = A+ \B;

2) A+ p)A = A+ pA;

Matricy skirtumas: A — B= A+ (—1) - B.

Matricy sandauga

air a2 - aip bi1 bz - b
a1 agy - azn || bar baa oo ban | = lleislln
aml1 am2 - Amn bnl bb2 e bnk

1

Cij = Zaisbsj, i:1,2,...,m, jZl,Q,...,’I’L.
s=1
8 9
<£11 ? 2) 10 11 | =
7 14
1-8+2-10+3-7 1-9+2-11+3-14\ [ 31 73
4-845-10+6-7 4-945-11+6-14 )\ 124 175
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Neutralusis elementas — vienetiné matrica

E2=<é (1)>,E3: 010
0 01

1, kaii=j

En = leijllnp > €5 = 0ij = {o kai 7 # j

0;; Kronekerio simbolis.
A-E,=E,-A=A, VA n-tosios eilés kvadratiné matrica.

Matricy daugyba néra komutatyvi: bendru atveju A- B # B - A:
L 2\/32\_ (78 32\(1 2\ _ (712
2 3 2 3) \12 13 )7\ 2 3 2 3) \ 8 13
Matricy daugybos asociatyvumas:

AB-C)=(A-B)-C,Ak=A.A4... A
—_—

k—karty
distributyvumas:

1) (A+B)-C = AC + BC
2) A-(B+C)=AB+ AC

Sandaugos transponuota matrica (A - B)T = BT . AT,

1.3.3 Antrosios ir treciosios eilés determinantai

Antrosios eilés determinantas

aip a2
a1 a2

= 411022 — 012G021

2 3
'4 7‘—2-7—3-4—14—12—2
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Trediosios eilés determinantas

a1l a2 ais
a21 @a22 a23 | =
a31 asz ass

a11022033+012023031+013021032—013022031 — 012021033 —011023032.

+ -

5 pav. Treciosios eilés determinanto skai¢iavimo taisykle

SN
00~ W
Il

1
0
5
1-4-84+2-7-54+3-0:6-3-4-5-2-0-8=-1-7-6=
324+704+0-60-0-42=0

1.3.4 Perstatos

Persatata vadinama aibés {1,2,...,n} bijekcija f (abipus viena-
reikSmis atvaizdis) j save. T.y. perstaty galima apibrézti lentele

f:(f(ll) o - f?n))
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Cia f(j) € {1,2,...,n}. Ta pacia perstaty f galima uzrasyti n!
skirtingais budais, sukeitus vietomis lentelés stulpelius

1234\ (2143\ (2413

2 34 1) \(3214) \ 312 4)
Kai pirmoje lentelés eilutéje yra kelinys 1,2, ..., n lentelé yra vadi-
namas keitinio standartine israiska.

Perstaty transpozicijos

Dviejy perstaty (f(1), f(2),..., f(n)) elementy f (i) ir f(j) sukeiti-
mas vietomis vadinamas ju transpozicija. Bet kurj kélinj (j1, jo,

.., Jn) galima gauti i§ bet kurio kito tuy paciy elementy {1,2,...,n}
keélinio (i1, 42, . .., i, ), atlikus baigtinj skai¢iy transpozicijy. Pavyzd-
ziui,

(1,2,3,4,5) — (5,2,3,4,1) — (5,4,3,2,1)

Keéliniy inversijos
Skaiciai f(:) ir f(j) sudaro kélinio (f(1), f(2),..., f(n)) inversijq
(netvarka), jei f(i) > f(j) iri < j.

Pavyzdziui, kélinio (1,2,3,5,4) inversija sudaro skaifiai 5 ir 4.
Kity inversijy &is kélinys neturi. Keélinys (1,3,5,2,4) turi tris in-
versijas: (3,2), (5,2), (5,4).

Kélinys, turintis lyginj (nelyginj) inversijy skai¢iy, vadinamas ly-
giniu (nelyginiu).

Teiginys. Atlikus vieng kélinio transpozija, i§ lyginio kélinio gausime
nelyginj ir atvirksciai.

Irodymas. Kai skaiciai ¢ ir j yra gretimi, sukeitus juos vietomis
gausime arba panaikinsime vieng inversija. Taigi §iuo atveju teiginys
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yra teisingas. Tarkime, kad turime (..., k1, k2, ..., ks, 7,...). Ta-
da atliekant 2s+1 transpozicijy tik su gretimais elementais, gausime
kelinj (...,7,k1,ka,...,ks,4,...). Kadangi 2s + 1 yra nelyginis
skaicius, keélinio lyginumas pasikeis.

Pavyzdys
(1,3,5,2,4) — (1,3,5,4,2). Buvo trys inversijos, dabar yra ketu-

Is n elementy {1,2,...,n} galima sudaryti %’ lyginiy ir tiek pat
nelyginiy keéliniy.
Perstaty lyginumas

Keitinys vadinamas lyginiu (nelyginiu), kai jo eiluciy inversijy suma
yra lyginé (nelyginé).

1 2 3 . o .. . .
Perstatos 9 3 4 1 pirmoji eiluté inversijy neturi, o antroji
— turi tris: (2,1), (3,1), (4,1). Taigi §i perstata yra nelyginé: 043 =

3. Ta pati perstata, uzrasyta tokiu budu ( g ; le i > irgi yra

nelyginé: 24+ 3 = 5. Jei ji iSreikSta taip < g le ; i >, eiluciy

inversijy suma yra 3 + 2 = 5.
Perstatos f eilu¢iy inversijy suma Zymeésime I(f).

1.3.5 n-tosios eilés determinantai

n-tosios eilés kvadratinés matricos A = ||ayll,,,, determinantu
(Zymeésime det A arba |A|) vadinamas skai¢ius

I(5 7' 7"'7‘
d= > (=)/U=dnay ag), - an,
(j17j27"'7jn)
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Sandaugos ayj,agj, - - - apj, yra vadinamos determinanto nariais.

1 . i
1) kurio antroji eiluté
ail = aiy- T. y. skaiciaus

Kai n = 1 turime tik viena keitinj

inversijy neturi. Todél det(aj;) = (—1)°

determinantas yra pats skaicius.

. . o - 1 2 1 2
Kai n = 2 turime du skirtingus keitinius ,

1 2 2 1
ail a2
a1 22
pliusu ir minusu atitinkamai.

ir determinanto narial aijage, a12a21 jeina j suma su

ail a2 a1z a4

a1 Q22 A23 Q24

a3z1 az2 azz a34

G41 Q42 A43 Q44

turi 4! = 24 narius ayj, a25,a3j,a4;,; 18 jy 12 jeina j suma su zenklu
(+) ir tiek pat — su (—). PavyzdZziui, narys ajsassasias imamas
su zenklu (+): (=1)/G412) = (—1)4 =1 .

Ketvirtosios eilés determinantas

Determinanty savybés

1. det AT = det A
Pastaba. Visos determinanto savybes, kurios galioja eilutéms,
galioja ir stulpeliams.

2. Tarkime, kad kvadratiné matrica B gauta i§ kvadratinés ma-
tricos A, sukeitus vietomis dvi jos eilutes. Tada det B = — det A,
t. y. 8ie du determinantai skiriasi tik zenklu.

ISvada. Determinantas, turintis dvi vienodas eilutes, lygus nuliui.

(Turime |A| = —|A| = |A| =0).
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ajl aio (057D aj; aig ... Qain
3. )\ail )\aig )\am =\ a1 a;2 ... Qip

anl an? oo Qpp anl Aap2 ... Qpnp
ISvada. Determinantas, turintis dvi proporcingas eilutes, lygus

nuliui.

ail a2 e A1p

1) 2 @) (2) (1) (2 | =
o ay tay ap tay a4 Fa,

anl an2 cee Gnn
ail a2 ... Q1p ail a1 AT
1 (1) (1) 2 (2 (2)
R s Bl SR A
anl1  An2 ... GQanp apl  Ap2 ... GQnpp

Isvada. Determinantas nesikeic¢ia, jei prie vienos jo eilutes prideti
kita jo eilute.

Determinanto minorai ir adjunktai

Tarkime, kadlgz’l gigg---gz‘kgnirlgjl gjgg
-+ < jr < n. Pasirinksime k (1 < k < n) n-tosios eilés determi-
nanto eiluciy iy, 19, ..., ir k stulpeliu: 71, jo, ..., jg. giq eiluciy
ir stulpeliy sankirtoje gausime k-tosios eilés determinanta, kurj
vadinsime minoru ir Zymeésime

ailjl ai1j2 e ailjk

o C . Qiggy  Qigja  ~ 7" Gigjy,
M:M(Zlaz%"'azkajl)]%"'a]k):

Aigr Qigga "0 Giggy
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Pavyzdys

1 -1 2
determinanto |[A| =] 0 3 5 | minorai
4 6 8
1 -1 -1 2
M(172a172)_‘0 3 7M(1727273)_' 3 5 '7
0 3
M(2,3,1,2)—‘4 6 ‘
Isbraukus kvadratinés matricos A i1, 14s, .. . , ig eilutes bei j1, ja, . . ., j

stulpelius, gausime n— k-tosios eilés kvadratine matrica. Jos deter-
minanta vadinsime minoro M papildomuoju minoru ir zZymeésime

M’ = M'(i1,ig,...,ik;J1,72,-- - Jk). Determinanto |A| minoro
M(i1,92, .-k J15 725 - - -, Jk) adjunktu vadinsime sandauga
AM = (_1)i1+i2+m+ik+j1+j2+m+jkM/(il7 12,y Uk J1, 02y - - - a]k)
1 -1 2 L
determinanto |[A|=| 0 3 5 |minoro M(1,2;1,2) = ‘ ‘
4 6 8 03

papildomasis minoras M’(1,2;1,2) = 8, adjunktas
AM — (_1)1+2+1+28 — 8.
Teorema. Kiekvienos determinanto |A| sandaugos

Apnp - M (31,9, .., ik 91,72, - - Jk) 7enklas sutampa su to pacio
nario
aiﬁj:,l aiéjé ce ai;hkj;ikailjlaizjz s Qg g zenklu.

Laplaso teorema. Jei pasirinkti k£ determinanto eiluciy ir
sudaryti visus galimus k-tosios eilés minorus M (i1, 49, ..., 0k J1, 25 -« - s Jk)s
tai

Z AMM(Z.LZ'%"'aik;jlvj%"'ajk):detA
1< <Upsn
determinanto
1 -1 2
|[Al=10 3 5 |=24+(-20)+0—-24—0—30 = —50 antrosios
4 6 8
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bei treciosios eiluciy minorai bei adjunktai yra

M(2,3;1,2) = 2 2 = —12, A(2,3;1,2) = (—1)?T3+1+22 = 2,
M@31,3)=| ) [ = 20 A231,3) = (-1)21(1) =
L

M(2,3;2,3) = 2 g = —6, A(2,3;2,3) = (—1)23+231 = 1.
Taigi

A(2,3:1,2)M(2,3:1,2) + A(2,3;1,3)M(2,3:1,3)+
A(2,3;2,3)M(2,3;2,3) =2 (—12) +1-(—20) + 1 - (—6) = —50

Determinanto skleidimo formulés

Paimkime Laplaso teoremoje k = 1. Tai reigkia pasirinkti kurig
nors vieng eilute (arba sulpelj). Minorai M (i;j) sutampa su de-
terminanto elementais a;;. Juy adjunktus Zymésime A;;. I8 Laplaso
teoremos gauname

n n
det A= Z aiinj = Z aiinj.
j=1 i=1

Sios formules yra vadinamos determinanto skleidiniais ¢-tosios eilutes
ir j-tojo stulpelio elementais.

Pastaba. Jei determinanto skleidimo formuléje paimti kurio nors
stulpelio (eilutés) elementus ir kito sulpelio (eilutés) adjunktus,
suma bus lygi nuliui.

Irodymas. Sudarykime tokj determinanta

. PITE .

an aj—1 b1 aij ap

Al = | @ a2 by azjy1 - ag,
Al; =

apl  ++ Qpj—1 bn Qpj+1 *°°  Gpn
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o n
Sis determinantas yra lygus |A]; = ) b;A;;. Paimkime vietoje
i=1

elementy by, bo,...,b, k-tojo stulpelio (k # j elementus. Sis de-
terminantas turés du vienodus stulpelius ir todél jis lygus nuliui.
Taigi

ZaijAk]‘ = 0, 1 75 k, Zaiink = O, j 75 k.

j=1 i=1

Determinanty skai¢iavimas

1. Skleidimo formulés taikymas

1 -1 2

0 3 5=

4 6 8

3 5 0 5

C(_1\1+1 X 1+2
e 80 e o | § 2
0 3

(=13 - 6 —920 — —
2.(~1) ‘46‘ 620 — 24 = —50

2. Deteminanto savybiy taikymas
Atimkime i§ determinanto antrojo stulpelio pirmajj stulpelj, padau-

gintg 1§ 2:
1 -1 2 1 -3 2
D=2 4 5|=|2 05
4 8 8 4 0 8
Dabar skleidziame determinanta antrojo stulpelio elementais:
D = (=3)-(-1)'*? i g =3(16 — 20) = —12

3. Laplaso teoremos taikymas
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0 -1 0 O

I§ determinanto D = _i _g (2) Z pirmyjy dviejy eiluciy
3 51 -3

elementy galima sudaryti tik viena nelygy nuliui minora

0 —1

R

Taigi

D =M - Ay = —2(—1)1H2+1+2 i _;l ' =—2-(—6—4) = 20.

1.3.6 Atvirkstiné matrica

Apibrézimas. Atvirkstine kvadratinei matricai A vadiname tokia
matricg A™', kad

A-At=A1 A=E

Kvadratiné matrica gali tureti tik viena atvirkstine matrica.
Jrodymas. Tarkime, kad A’ kita atvirk$tiné matrica. Tada

A= AE = A(AA™Y) = (AA)AL = EA L = AL,

Tarkime, kad det A = |A| # 0. Tada

All A21 c Anl

1 A A e A
A—l - 12 22 n2
Aln A2n o Ann

Cia A;; matricos A elementy adjunktai. Jie suraSyti taip, kaip
transponuotos matricos elementai.
Irodymas iSplaukia is Laplaso teoremos.

Jei det A = 0 atvirkitiné matrica A~! neegzistuoja.
Lema. det(AB) = det Adet B
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Jrodymas. Tarkime, kad det A = 0 ir A~! egzistuoja. Tada
det E =1 =det Adet A~' = 0 ir gauname priestara.

1 20
Raskime matricai | 0 1 1 | atvirkStine matrica:
01 3

1 2 0
01 1]|=2,
01 3
11 2 0
(141 _ _(_1)2+1 _
A = (1) 1 3 ' 2, Agp = (1) 1 3 ‘ 6,
2 0 01
_(_1)3+1 _ _(_qyl42 _
1 0 1 0
o 1\2+2 _ _(_1)3+2 _
Age = (—1) 0 3 ' 3, Ase = (—1) 01 ‘ 1,
01 1 2
_(_1\1+43 _ (. 1\2+3 _
A13 - ( 1) 0 1 ‘ - 07 A23 - ( 1) 0 1 — 1,
An An Az
Aan = (_1)3+3 L 2 1. AL ﬁ g @ —
33 = 0 1/=10 = | TAT TAT TAT | T
Az Az Asz
Al Al ]A]
2 —6 2
3 3 2 1 =3 1
o 3 -1 - 0 3 _1
24 7 " 17
2 2 2 2 2

Matricinés lygtys
AX =B, X =A"B, XA=B, X = BAT.

ISspreskime matricines lygtis

1 2 1 2 . 1 2
(22 )van (22 wian (1 2)
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NN
v

0o & 1 2 -1
-1 __ _ A-1 _
4 _<% —%)’X_A (—2 3>_< 1
1 2 1 0

A—1:< )
2 3)

1.4 Tiesiniy lygc¢iy sistemos

1.4.1 Apibrézimai

Tiesiniy (pirmosios eilés) algebriniy m lygéiy sistema su n nezino-

maisiais i, X9, ..., Tn
anei + aprs + -+ aipy = by,
a21T1 + 2222 + -+ + A2pTn = b,
Am1Z1 + m2T2 + -+ GmanTn = bm
a1l a2 - Qip
. . a a e a
Sistemos matrica: A = 2o no |
aml Am2 - Omnp
x
.. . . . . T -
nezinomuyjy matrica stulpelis (vektorius) X = 2 , desinés
Tn
Ty
. . . . )
puses koeficenty vektorius (matrica stulpelis) B =
Tn

sistemos matricinis pavidalas AX = B.
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sistema sistema

suderintoji nesuderintoji
turi bent vieng sprendinj neturi né vieno sprendinio
sistema sistema
apibréztoji neapibréZtoji
turi lygiai turi daugiau,
vieng sprendinj kaip viena
sprendinj

(visada be galo daug)

1.4.2 Sistema su kvadratine matrica

n=m, A=llajl| ., . D=detA=|A|

nxn’

Atvirkstinés matricos metodas

det A#£0, AX =B, X =A"'B.
Sistema turi vienintelj sprendinj (apibrézta), kadangi atvirkstiné
matrica yra vieninteleé.

T+y= 2
r—y= 0

NI NI
|
DO —
"
N
O N
~_
Il
N
—_ =
~~_

Taigi x =1, y = 1.
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Kramerio formulés

z slb
sil
z s2b

1 _ 1 . A13b1+A23b2+ +An]b7l
X=A"B= \A| » Lj = det A
n
Z Asnbs
s=1
a1 a2 -0 a1 b oarjp1 o aig
a1 Gz -+ azj—1 by agjy1 - ap
o Gpl ap2 -+ Adpj—1 bn Qpj+1  **°  Opp _ D,
- det A — D"
{:17 +y=
x—y—
1 2 1
A= . D=-2 Dy = = -2
_ D _ =2 _
r=7==5=1
1 2 D,
Dy = =2 y=L2==2—-1
2711 0 V=0T =2

1.4.3 Sistemos elementarieji pertvarkiai

Ekvivalencios sistemos  sistemos su tais paciais kintamaisiais ir
turin¢ios tas pacias sprendiniy aibes.

T+y= 2
- 2 —_ =
T +y - T —y 0
r—y= 0 2 = 2 ( sudétos lygtys )
2

2y = (18 pirmosios lygties atimta antroji )
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1) lygciuy keitimas vietomis;
2) lygties abiejy pusiy dauginimas i§ nelygaus nuliui skai¢iaus;
3) lygties keitimas jos bei kitos lygties suma.

Elementariais pertvarkiais gaunama ekvivalenti sistema.

1.4.4 Gauso metodas

Trapeciné sistema

a11x1 +apxs + -+ a1y + -+ a1pTy = bl,
a22T2 + + - + A2p Ty + -+ + A2, Ty = ba,
AppZy + 2o+ QrpTy = bra

0= bT‘+17

0= bm.

Bet kuri tiesiniy lygciu sistema yra ekvivelenti tam tikrai trapecinei
sistemai.

Kai r = m = n, turime trapecinés sistemos atskira atveji trikam-
pine sistema

1171 + a1202 + a13T3 - - - + arrx, = by,

a2x2 + a13r3 - - .- + ag,x, = bo,

Ar1p—1Tpr—1 + Qp_1,Tp = br_1,

ATy = by
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Tarkime, kad a,, # 0. Tada i§ paskutines lygties gauname z, =

Cf’—r. Jei ap_1,_1x.—1 # 0, i§ prieSpaskutinés lygties randame
T ’
b71—a71,b—’". e e
Tp_1 = % ir t. t. (Gauso metodo atvirkstiné eiga).
r—1,r—

Taigi kai visi pagrindinés jstrizainés koeficientai a;; # 0, sistema
turi vienintelj sprendinj (apibréztoji).

Tarkime, kad a,. = 0. Jei b, # 0 sistema neturi sprendiniy (nesu-
derintoji). Taigi jei trapecinéje sistemoje bent vienas koeficientas
bri1, byya, -+, by nelygus nuliui, sistema yra nesuderinta.
Tarkime, kad a,, = b, = 0. Tai atitinka trapecine sistemg su
lygtimis ay—1,—1Tr—1 + Gr—1,2Tp = by—1 ir 0 = b;..

Tokia sistema gali turéti be galo daug sprendiniy (arba visai ju
neturi, jei ay_1,-1 = ar_1, =01ir b_; # 0).

Gauso metodo idéja — elementariais pervarkiais suvesti sistema prie
trikampineés (trapecinés).

Gauso metodo pirmasis zingsnis (a1 # 0, prieSingu atveju galima
sukeisti vietomis lygtis (matricos eilutes)).

ail aig - QA1n aip  aiz - QAin
!/ /
as1 a9 e aon - 0 a22 oo a2n
e 0 ! e
m1  Gm2 Amn Ama Amn
[ P e} N R 431 . o R . Amil
a2j = azj a1 @11’ a3j = asj a1 a1’ s amj = Amy a1 a
Gauso metodo antrame zingsnyje nagrinéjame matrica
a/ .. a,
22 2n
, kuri turi viena eilute maziau. Taigi po m
/ /
U2 Amn,

7ingsniy gausime trapecine (trikampine) matrica.

40



1.4.5 Matricos rangas

ayp - Q1n
Sudarykime visus matricos A = R r-tosios eilés
am1 - Gmn
minorus
ailjl az’1j2 U a’iljr

o o . Qiggy  Qiggy  **" Qigj
MT:M(217127”’717”;,717]27"'7]7“): T
ai'rjl a‘ier e a‘irj'r
Pastebékime, kad r < min{m,n}. Nagrinésime visus nelygius
nuliui minorus M, # 0. DidZiausias skai¢ius r (minoro eilé) yra
vadinamas matricos rangu:

rang A = max r.

M,#0
Pavyzdys
12 3 4
Matrica A = 5 6 7 8 turi keturis treciosios eilés mi-
9 10 11 12
1 2 3 1 2 4
norus. Jie visiyralygusnuliui: | 5 6 7 |=0,|5 6 8 |=
9 10 11 9 10 12
1 3 4 2 3 4
0|5 7 8 |=0,] 6 7 8 |=0.Todél rang A < 3. Ma-
9 11 12 10 11 12
trica A turi C3C§ = 24 antrosios eilés minorus. Kadangi ne visi jie
yra lygus nuliui (pavyzdziui, M(1,1;1,1) = é (2), = —4 #0),

rang A = 2.

Matricos A ir B, gaunamos viena i§ kitos elementariaisiais pert-
varkiais, yra vadinamos ekvivalenciomis. Zymime A~ B.
Ekvivalenciyju matricy rangai yra lygus.
Irodymas. Jei rang A tai egzistuoja matricos A r-tosios
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M (i1,32, -+ yir;J1,52, s Jr) 7 0, 0 visi r+ 1-osios (ir aukstesnes)
eilés minorai lygus nuliui. Kadangi bet kuris matricos minoras,
atliekant elementarius pertvarkius lieka lygus (arba nelygus, jei
toks buvo) nuliui, tai rang B = r.

Pastebékime, kad visus elementarius pervarkius galima atlikti ne
tik su matricos eilutémis (tai atitinka tiesiniy lygé¢iy sistemos pert-
varkius), bet ir su stulpelius (kadangi determinantas nesikeicia
transponuojant matrica). Dar pastebékime, kad galima Salinti ma-
tricos nulines eilutes bei stulpelius.

Bet kuri matrica A, rang A = r yra ekvivalenti r — tosios eilés
vienetinei matricai: A ~ K.

Pavyzdys
1 2 3 4 1 2 3 4
5 6 7 8 ~ 4 4 4 4|~
9 10 11 12 4 4 4 4

—_ = O =
—_ = O =N

1 §f>~<1;zz>~<
(1ooo)~(10)~(10)~

1.4.6 Bazinio minoro metodas

Tarkime, kad tiesiniy lygé¢iy sistemos

a11r1 + a2 + - + A1p Ty = by,
a21T1 + a22x2 + -+ - + A2p Ty = bo,
Am1T1 + amaxe + -+ + AmanTy = bm
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matricos A = ||a|| rang A = r. Tai reigkia, kad egzistuo-

mXxn
ja r-tosios eilés minoras M, # 0. (Sj minorg vadiname baziniu).
Tarkime, kad

M(1,2,...,m1,2,...,r) # 0. (Priesingu atveju galima sukeisti
vietomis sistemos lygtis bei pakeisti kintamuyjuy =1, x3, ---, x, nu-
merius. Jei r < m — sistemoje yra lyg¢iy, kurios gali buti eliminuo-
tos (pasalintos) elementariais pertvarkiais. Todél paliekame siste-
moje r lygéiy. (Veliau parodysime, kad tai padaryti visada galima,
jei sistema yra suderintoji). Jei n = r turime sistema su kvadratine
matrica ir det A # 0. Tokia sistema turi vienintelj sprendinj, kurj
galima rasti Kramerio metodu. ISnagrinékime atvejj, kai n > r ir
perrasykime sistema taip:

a1 T, + a2 + -+ a,Tyy = b1 — A1 1 Trp1 — 0 Gy,

a21x1 + a2 + -+ + a2, Ty = by — A2, 41Tyl — - A2p Ty,

ap1T1 + AraX2 + -+ -+ Qpon®y = br — Arr41Tr41 — " Arp L.
Kintamuosius x,41, Zry2, - -+, &n vadiname laisvaisias, o x1, T3,

-, T baziniais. Taigi baziniy kintamuyju yra r = rang A, o
n
laisvyjy kintamuyjy yra n — r. Pazymékime 0; = bj — > ajss.

Kadangi M, # 0, sistema sprendziame, taikydami Kramerio for-
mules

1 a/].]. .. 51 ... a’i?“

M,

zj = L i=1,2,...,r

aTl o e 5’!‘ “ e aTT

Skleisdami Siuos determinantus j-tojo stulpelio elementais, gau-
name bendrojo sprendinio formules:

$]:7§]+'7;+1$T+1++’7?$n’ 7=12...,nr

Cia 7;, t=r+1,r+2,...,n prikalauso tik nuo koeficienty a;;,
0 7;-) dar ir nuo by, bo, - - -, b,. Kai laisvieji kintamieji z,11, -+, Tp
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igyja konkrecias reikSmes, gauname sistemos atskirgjs sprending.
Taigi kai bent vienas koeficientas ] = 0 sistema turi be galo daug
sprendiniy.

Pavyzdys

rT—Yy= z—-wW.
‘ 2—z+w 1 ‘
z—w —1
T = =1
1 1
1 -1
1 2—z+4w
1 Z—w ) N
Y 1 1
1 -1
z 1
Bendrasis sprendinys y | _| 1-atp
< «
w B
1 1 1
atskirieji sprendiniai (1) (1) (2)
0 0 1

1.4.7 Homogogeniné lygéiy sistema

n
E a,-jszo, 121,2,...,771.
j=1
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Homogeniné sistema visada suderinta (turi nulinj (kitaip matem-

atikoje vadinama trivialyjj) sprendinj).
r = rang A, bendrasis sprendinys

xj = (5;+la;r+1 + 5;-+2x7,+2 +o 07, =12,
Fundamentalioji sprendiniy sistema
57‘—}-1 57‘—}-2 57‘—}-3 5n—1
52“4—1 52“-}—2 52“-}—3 5%—1
0 0 0 0
5;“-!—1 5;“-}—2 5;“-}—3 57@—1
1 , 0 , 0 y Tt 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

Pazymeéje Siuos atskiruosius sprendinius Hy, Ho, ---,

n
1

03

577/

s

H,_,, bet

kurj homogeninés sistemos sprendinj galime uzragyti taip

(‘Tl ZTo - xn)T = ClHl + C2H2 4+ Cn—T’Hn—ra

C;  konstantos. Taigi homogeniné sistema turi vienintelj nulinj
sprendinj tada ir tik tada, kai rang A = n.

1.4.8 Kronekerio ir Kapelio teorema

n
E Q55 :bi, i:1,2,...,m.
j=1

Sistemos matrica A = ||a;|
ary A1n

() =| T
Am1 - Gmn

mxmn’
by
by

bm

i¥pléstoji matrica
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Teorema. Tiesiniy lyg¢iy sistema yra suderinta tada ir tik tada,
kai rang A = rang (A|B).
Sistema yra apibrézta, kai rang A = n.

Bendrojo sprendinio struktura

Nehomogeninés Homogeninés Nehomogeninés
lygties lygties lygties
bendrasis = bendrasis + atskirasis
sprendinys sprendinys sprendinys

1.5 Vektoriai

1.5.1 Pagrindinés sgvokos

Skaliariniai ir vektoriniai dydziai.
Atkarpos ilgis ir kryptis.

Lygus vektoriai.

Koliniarieji ir komplanarieji vektoriai.
Vektoriy sudétis ir atimtis.
Vektoriaus dauginimas i skai¢iaus.
Nulinis vektorius.

2 Veiksmuy su vektoriais savybés

+b=0b+a (vektoriy sudéties komutatyvumas);

+b) 4+ E=0b+ (@ + ) (vektoriy sudéties asociatyvumas);
0

= a Va (nulinio vektoriaus egzistavimas);
(—a) : d+ (—d) =0 (priesingo vektoriaus egzistavimas);

ANl .

daugybos i§ skaic¢iaus distributyvumas);
6. (¢ +0)-d= ad+ pa Va,[,d (skai¢iy sudéties ir vektoriaus
daugybos i§ skai¢iaus distributyvumas);
7. « <d'+ E) = ad + ab Yo, @, b (daugybos i3 skaiciaus ir vektoriy
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sudéties distributyvumas);
8. 1-d = a (vektoriaus daugyba i§ vieneto).

1.5.3 Tiesiné erdvé

Tarkime, kad algebriné struktura (A, +) yra grupé ir jos elemen-
tams apibézta daugyba i§ skaiciaus: Aa € AVa € AV\ € R(arba C).
Jei daugyba i§ skai¢iaus turi 5. — 8. savybes, struktura (A, +) vadi-
name tiesine (vektorine) erdve, o jos elementus  wvektoriais.
Pavyzdys

Aibéje R" = R x --- x R = {& = (x1,22,...,%y), =; € R} api-
bréztos operacijos: Z+ ¢ = (x1 + Y1, 22 + Y2, - Tn + Yn),

%\f = ()\1‘1, )\332, e ,)\n)

Sios aibés elementus vadiname n-maciais vektoriais.

Pavyzdys

Tarkime, kad P,(z) = a,2" + ap_12" ' + - + a1z +ag n-
tojo laipsnio polinomas. Tada operaciju P, (z) + Qn(x) ir AP, (x)
rezultatas irgi yra n-tojo laipsnio polinomai ir Sios operacijos turi
1. — 8. savybes. Todél aibé {P,(x)} yra vektoriné erdvé.

1.5.4 Vektoriy tiesinis darinys

Tarkime, kad turime n vektoriy ai, ds, ---, @y ir skaiciy a1, ag,
, ay,. Vektorius

Y= 1d) + agdy + - - + apndpy

vadinamas vektoriy @;, j = 1,2,...,n tiesiniy dariniu (kombinaci-
ja); skaiciai o — tiesinio darinio koeficientas.

Tiesiniy dariniy savybeés

Jei visi vektoriai @; yra kolinearus vektoriui Z, tai tiesinis darinys

n
y = Y «ajd; irgi kolinearus vektoriui 2.
Jj=1

n
Jei vektoriai @; yra komplanarus, vektoriai i = Z ajdj, dy, ..,

7=1
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@y irgi yra komplanarus.

Sakome, kad vektorius ¢ yra isreikstas vektoriais dy, da, -+ -, dn,
n
kai §f = '21 a;d;.
]:

1.5.5 Bazeés erdvéje ir plok§tumoje

Baze erdvéje vadinami trys nekomplanarus vektoriai €, €3, €3
(paimti nurodyta tvarka).

Baze plokstumoje vadinami bet kurie du nekolinearus vektoriai
(paimti nurodyta tvarka).

Baze tieséje vadinamas bet kuris nenulinis vektorius Sioje tieséje.
Kai €1, €5, €5 yra bazé, bet kuris vektorius Z gali buti vienareiksmiskai
iSreikstas bazeés vektoriais:

T = x1€] + T + T3€3.

Skaitiai x1, x9, x3 yra vadinami vektoriaus Z koordinatémis (kom-
ponentémis) bazéje €1, €a, €3.

Vektoriaus koordinatés priklauso nuo bazés. Toje pacioje bazéje
koordinatés nustatomos vienareiksmigkai.

Lygus vektoriai turi vienodas koordinates.

Dauginant vektoriy i§ skaic¢iaus, visos jo koordinatés dauginamos
i§ to skaiciaus:

o=« (ZE151 + 19€5 + 1‘363) = (Oé . $1)€1 + (Oé . ZE2)€2 + (Oé . ZE3)€3.
Sudedamu vektoriy koordinatés sudedamos:
@+ b= (018 + a2 + a3é3) + (b181 + by + bsds) =

(a1 +b1)eq + (ag + bo)éd + (as + bs)és.

48



1.5.6 Vektoriy tiesiné priklausomybé

Vektoriai dy, ds, -+, d, yra vadinami tiesiskai priklausomais, kai
egzituoja tokie koeficientai oy, g, -+, ay, (ne visi lygus nuliui:
a?+ai+-+a2 #0), kad

a1dy + qady + -+ + Qpd, = 0.

Teorema. Vektoriy sistema dy, do, - -+, d, yra tiesiSkai priklauso-
ma tada ir tik tada, kai Ja;:

a; = Ad1 + Aoda + -+ Nim1Gi—1 + Aip1@iv1 + 0+ ApGn.

Irodymas. Tarkime, kad vektoriai x1, ..., x, yra tiesiskai priklau-
somi. Tada Jayq, ..., qn:

ardy + -+ apd, = 0.

Kadangi ne visi o; = 0, pasirinkime «a; # 0. Taigi

= aq o, Qp

(i = ——0a1 — -+ — —dp.
a; ay

Todél turime \; = —2%, kai j # 4, ir A; = 1.
Tarkime, kad Jd;: a; = Mdy + -+ - + A\d,. Tada paimkime a; =
Aj, kai j # 1 ir \; = —1 ir gausime, kad vektoriai yra tiesiSkai
priklausomi.

Tarkime, kad

ai, da, ..., 4y € R" ={(z1,22,...,2n), z;j € R, j=1,2,...,n}.

I8siaskinkime, ar jie yra tiesigkai priklausomi.

a1 a12 A1m 0

a1 a2 a2m 0
Qg : +az : +otan : =

anl an?2 Anpm 0



I§ ¢ia gauname tiesiniy homogeniniy lygciy sistema:

a1100 + a1200 + - -+ Ay, =0

a210q + a0 + -+ -+ Aoy, =0

101 + A2 + -+ + Apma, =0

Vektoriai @y, .. ., dy, yra tiesigkai priklausomi tada ir tik tada, kai §i
homogeniné sistema turi nenulinj sprendinj. Taigi kai m = rang A
sistema turi vienintelj nulinj sprendinj ir vektoriai yra tiesiskai
nepriklausomi. Pastebéje, kad min{m,n} > rang A, gauname,
kad daugiau kaip n n-maciy vektoriy visada yra tiesigkai priklau-
somi. Pavyzdziui, visada yra priklausomi bet kurie 3 vektoriai
plokstumoje arba 4 vektoriai erdvéje.

1.5.7 Dekarto koordinatés

Dekarto koordinatémis erdvéje vadinamas nurodytas taskas ir nurody-
ta erdves bazé. Nurodytas tagkas vadinamas koordinaciy pradzia.
Tiesés, lygiagrecios bazes vektoriams vadinamos: pirmoji abscisiy
asis, antroji — ordinaciy asis ir trecioji — aplikadciy.

Tarkime, kad O yra koordinaciuy pradzios taSkas, €1, €2, €3
— bazés vektoriai. Bet kurio erdvés tasko M koordinatémis na-
grinéjamoje koordinadiy sistemoje vadinsime vektoriaus OM (vek-
toriaus spindulio) koordinates:

N
OM= a1€] + aa€y + aseés.

Skaic¢iai aq, o, a3 vadinami vektoriaus tasko M koordinatémis
(abscise, ordinateé ir aplikaté).

50



Raskime vektoriaus AB koordinates:

AB=AO + OB=0B — OA=
= blgl + b2€2 + b3€3 — a1€1 — a2€2 — a3€3 =
(bl — a1)€1 + (by — a2)€2 + (bg —as3)es
Sakome, kad bazé €}, €3, €3 yra ortogonalioji, kai €;_L¢e;, (Vi #

j). Jei dar |€j| = 1, bazé ortonormuotuoji. Dekarto koordinatés
su ortonormuotaja baze vadinamos sta¢iakampémis koordinatémis.

1.5.8 Atkarpos dalijimas duotuoju santykiu

Tarkime, kad A(zq, Ya, 2a) # B(Tp, Yp, 2). Raskime tokj atkarpos
« AM
AB tagka M(z,y, z), kad ‘MB“ =)\0< A<l
Turime . .
AM= )\ AB .
Perragykime §ig lygybe koordinatémis (z — 24,y — Ya, 2 — 24) =
)‘(‘Tb — Za>Yp — Yas 2o — Za)- Taigi

T =2Xq+ )\(xb - xa)a Y="Ya+ )‘(yb - ya)y Z=2zq+ )\(Zb - Za)-

Kai A = 3 M yra atkarpos vidurio tagkas: M (Zef® Yatth Zatzy)
Kai A\ = 0 M = Air kai A\ =1 M = B. Pastebékime, kad M
yra tiesés AB tagkas, kuris nepriklauso atkarpai AB, jei A > 1
arba A < 0. PavyzdZziui, kai A = —1, turime AM= — AB ir A
yra atkarpos M B vidurio tagkas. Kai A = 2 B yra atkarpos AM
vidurio taskas.

1.5.9 Vektoriy skaliariné sandauga

Susitarkime, kad kampas ¢ tarp vektoriy AB ir AC yra intervale
0<p<m.

o1



A C

6 pav. Kampas tarp vektoriy

Apibrézimas

Dviejy vektoriy AB ir AC skaliarine sandauga vadinamas skai¢ius
: ‘AC‘ - COS
Skaliarinés sandaugos savybés

1. (@,b) = (b,d) (komutatyvumas).

2. (@,a) = |a|*.
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0.

ei €1, €, €3 yra ortonormuotoji bazé, tai (€;,€;) =

3. (@,b) = 0 tada ir tik tada, kai @b arba @ = 0, arba
4. Jei €

5. (ad,b) = a(a@,b).
6
7

a=
53

!

(@ +b,8) = (@,0) + (b, 7).
. Jel @ = a1 + agéy + agés, b= (1€1 + (B265 + [F3€3 ir €1, €3, €3
yra ortonormuotoji baze, tai (a, I;) = 101 + aofs + a3fs.
Taigi, kai @ = (a1, a2,a3) vektoriaus koordinatés ortonor-
muotoje bazéje, jo ilgis

ld| =1/a? + a3+ ad.

Kampo tarp vektoriy kosinusas §iuo atveju iSreiskiamas taip:
(@,b)
.g‘

—

CoS =
|dl

Atstumas tarp tasky X (xy,z9,23) ir Y(y1,92,y3) Dekarto staci-
akampéje koordinaciy sistemoje lygus

‘ﬁ/ =V (y1 —21)% + (y2 — 22) + (y3 — x3)%.

Krypties kosinusai

Tarkime, kad 7 = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1) — Dekarto
staciakampiy koordinaciy sistemos aSyse esantys vienetiniai vekto-
riai (ortai). Tada

(Zf):(ij):(];v[;):la
=GR =GR =0

Kai

= 1, turime <XY0 7) = cosa, (XYOJ'> = cos f3,

(XYO, E) = cosy. Taigi XY0: cos «, cos 3, cos 7).

1, kaii=j
0, kaiij
53
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Aksiominis skaliarinés sandaugos apibreézimas

Tarkime, kad E vektoriné erdve. Skaifius (Z,7y) (VZ,y € E) yra
vadinamas vektoriy & ir ¢ skaliarine sandauga, kai galioja §ios
aksiomos:

3. (Z+79,72) =
4. (7,%) =0, Z#0; (0,0) = 0.

Realioji vektoriné erdve, kurioje apibrézta skaliariné sandauga,
vadinama Euklido erdve.

Skaliarine sandauga galima apibrézti jvairiais budais.

1.5.10 Vektoriy vektoriné sandauga

Apibrézimas

Vektoriy & ir ¢ vektorine sandauga vadinamas toks vektorius
[Z, 9] = Z, kad

1) |2] = |Z] - |y] - sinp, ¢ kampas tarp vektoriy & ir ¥;

2) ZLZ ir Z1y;

3) vektoriaus Z kryptj parinkime taip, kad Ziurint i§ 2’ galo, vekto-
rius @ sutaps su vektoriumi ¢/, pasukus ji kampu ¢ prie§ laikrodZzio
rodykle.
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Bl
(1]
r—

1
1
—

X,¥

|,

X
7 pav. Vektoriy vektoriné sandauga 0

Pastebékime, kad vektoriné sandauga antikomutatyvi: [, Z] =
—[#,7]. Jos geometriné prasmeé: vektoriaus Z' = [Z,y] ilgis |Z] =
|Z|-|7]-sin ¢ lygus lygiagretainio, sudaromo vektoriais Z ir ¢/, plotui.

Vektoriné sandauga kartais zymima & X ¢/, o skaliariné & - ¢/.

I8 vektorinés sandaugos apibrézimo isplaukia:
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ReiSkimas koordinatémis

a X g: (am;—F (lyj‘F az];:) X (me—F by; bz

= agby (i X 1) + azby (i X ) + azb, (i x
‘HLybx(j X ;) + ayby(; X ;) + aybzg X
azbe(k X 0) + azby(k x 7) + a.b.(k x

= ?(aybz —aby) + j(azbm —azb,) + E(amby — ayby

\_/\?_T/l\i\v/lilil
- + + |l

=2lay a | ay a, =l ay ay
=", b, be b | TF by b,
Taigi
R
axb=| ay ay a,
by b, b,

1.5.11 Vektoriy miSrioji sandauga
Apibrézimas
Triju vektoriy @, bir @ misrigja sandauga vadinamas skaicius
(d, [5, ), kurj zymésime ir taip (d, b, ).

Skaiciaus (a, b, ¢) modulis lygus gretasienio, sudaryto vektoriais
a, b ir & turiui. Migrioji nenuliniy vektoriy sandauga lygi nuliui
tada ir tik tada, kai vektoriai yra nekomplanarus.

ap ay a

(@,b,0) =| by b, b,
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1.6 Tieseés ir plok§tumos

1.6.1 Lygtys ir tasky aibés
Sferos lygtis

Tarkime, kad erdvéje apibrézta Dekarto staciakampé koordinaciy
sistema (O,Z, 7 E) Sfera su centru tagke C(zg, Yo, 29) ir spinduliu
r yra erdveés tasky, kuriy atstumas nuo tasko C' lygus r, aibé.
Pazymeékime bet kurio tokio tasko M koordinates z, y, z. Taigi

| =

Arba

Vie—a)2+y—02+(z—c2=r

I8 ¢ia gauname sferos lygti duotoje koordinadiy sistemoje
(x—a)?+(@y—b*+(z—c)?=r%
Tarkime, kad z = ¢. Tada turime apskritimo lygti
(x—a)?+(y—b)?=r%
Bendru atveju linijos lygtis plok§tumoje uzrasoma taip:
F(z,y)=0.

Pastebékime, kad atveji z = ¢ reikia skirti nuo atvejo z - bet kuris
realusis skaicius, kai turime cilindro lygtj:

F(x,y) =0, z,y,z € R
Erdveés tasky aibes gali buti iSreikstos lygtimis ir nelygybémis
F(z,y,2) =0, G(z,y,2) > 0.
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Pavyzdziui, rutulio su centru taske C(zg, yo, z0) ir spinduliu r
taskams galioja nelygybé

(z—a)?+ (y—b2+(z—c)* <r2
Pastebékime dar, kad lygtis
F(I‘,y,Z) - |F($’yaz)| =0

ekvivalenti nelygybei F(z,y,z) > 0.

Algebrinés lygtys ir pavirsiai

Apibrézimas
Algebrinis pavir§ius — tagky, apibrézty lygtimi

Alibklyll Pus + Agl‘kzylz M2 I Asl‘ksyls ZMs — ()

aibé. Skaicius n = max k; +1; +m; vadinamas Sios algebrinés
J=52,..,8
lygties eile ir algebrinio pavirSiaus laipsniu. Kai i lygti nejeina

kintamasis z, turime n - tosios eilés (laipsnio) linija:
Alxklyll + Agxk2yl2 + o+ Asazksyls =0. (%)

Teorema (eilés invariantiskumas)

Jei linija (pavirsius) kurioje nors Dekarto koordinaciy sistemoje
apraoma (*) lygtimi, tai bet kurioje kitoje Dekarto koordinaciy
sistemoje ji iSreiskiama to pacio pavidalo ir tos pacios eilés lygtimi.
Jrodymas. Koordinadiy sistemos pakeitimas reiskia naujy koordinaciy
ivedima;:

T = a%aj' + a%y' + a(l),
Yy = a%:z:' + a%y' + ag.
Istadius §iuos reigkinius j (*) lygti, gausime to pacio laipsnio poli-

noma.
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1.6.2 Parametrinés kreivés ir pavirSiaus lygtys

Tarkime, kad kreive yra judancio tasko trajektorija. Jei kiekvienu
laiko ¢ momentu yra Zinoma tasko (z,y, z) padétis, tai jo koordi-
natés yra parametro ¢ funkcijos

z=x(t), te€R.

Sios lygtys yra vadinamos kreives erdvéje parametrinemais lygtimis.
Kai néra koordinatés z, turime kreive plokStumoje. Parametro ¢
fizikiné prasmé néra svarbi.

Pavyzdziai

Parametrinés lygtys

r =rcost, y=rsint
apibrezia apskritima plokstumoje su centru koordinaciy pradzioje
ir spinduliu r.
Tarkime, kad turime dar ir tokj kintamajj 2:

r =rcost, y=rsint, z = at.

Tai yra vadinamos sraigtinés kreives parametrines lygtys. Ji
priklauso spindulio r cilindrui.
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8 pav. Sraigtiné kreivé ir cilindrinis pavirius

Apibendrinkime parametrines lygtis ir jveskime du parametrus:

z=x(u,v), (u,v) € RXR.

Sios lygtys vadinamos pavir§iaus parametinémis lygtimis.
Kugio parametrinés lygtys

o= vf(u),

y = vg(u),

z =wvh(u), (u,v) € R xR.
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9 pav. Kugis

1.6.3 Tiesiy ir plok§tumy lygtys
Pirmosios eilés linijos ir pavirgiai
Pirmosios eilés arba tiesine lygtimi vadinama

Ax+ By+Cz+ D =0.

Reikalaujama dar A% + B? 4+ C? # 0. Kai j lygtj nejeina z, turime
tieses taska (x,y) plok§tumoje.

Teorema. Pirmosios eilés lygtimi isreiskima tam tikra ploks-
tuma (tiesé). Bet kurios plokStumos (tiesés) taskai yra pirmosios
eilés lygties sprendinias.

61



Tiesés parametrinés lygtys

Tarkime, kad tiesé [ eina per taska A(as,ay,a.) lygiagreciai vek-
toriui 7 = (ry,ry,r2). Tada bet kuriam tiesés [ taskui M (x,y, 2)

turime AM ||7". Arba

AM=1tr, t € R.
Taigi turime tiesés [ parametrines lygtis:

T — Ay = try,
Y — Gy = 1Ty,
z—a,=tr,, tEeR

Tarkime, kad nagrinéjama tiesé plokstumoje z = a,. Tada tiesés
lygti pertvarkome taip:
T—ay T —ay

pr— _= t‘
Ty Ty

1

—7., gauname tiesés lygti

Pazymeéje A = %, B =
Alx —az)+ By —ay) =0

arba
Az +By+C =0, C=—Aa; — Ba,.

Tarkime, kad B # 0. Tada tiesés lygtj galima iSspresti ordinatés
atzvilgiu:
A C
=kx+b, k=——,b=—=.
y D B’ B
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/ (0,b)

10 pav. Tiesé plokstumoje

11 pav. Kampas tarp tiesiy plok$tumoje

Koeficientas k = tan ¢ vadinamas tiesés krypties koeficientu.
Kampas tarp dviejy tiesiy y = kixz+0b1 ir y = kox 4+ bo plokstumoje
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v = @9 — 1 ir gali buti apskaic¢iuotas taip:

tan g —tane; ko — Ky
1+tanptangy 1+ kiko

tany =

Tieseés yra statmenos, kai v = 5 arba tany = oo. Taigi turime

1+ k1kg = 0 arba

1

ky = ——
1 kg

Tiesés yra lygiagrecios, kai v =0 t. y.

Plokstumos parametrinés lygtys

Tarkime, kad plokstuma « eina per taska A(az, ay, a.) lygiagreciai

nekolinieariems vektoriams ri = (rl, v} rl) iv 72 = (r2,r2 r2).

Tada bet kuriam plok§tumos « taskui M (z,y,z) vektorius AM
yra ploks§tumoje « ir gali buti iSreikstas nekolinieariais vektoriais
i, 2

AM =t 4 22,

Taigi gauname plokstumos a parametrines lygtis:

T—a; = tlr}c + tzr%,
Y—ay = tlré + tzrs,
Z—a, :tlr;—i—t%g, teR

Tiesés ir plokS§tumos vektorinés lygtys

Tarkime, kad plokstuma « eina per taska Ro(xo,yo,20) ir yra
statmena vektoriui 7 = (A, B, C), kuris vadinamas plok§tumos «

Y

normaliuoju vektoriumi. Pazymékime vektoriy spinduli O Ry=
70 = (x0,Y0,20). Esant bet kuriam plokstumos taskui R(z,y, 2),
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— —

vektorius RyR yra statmenas plokstumai a. Jei ¥ =OR= (z, v, 2),
gauname plokstumos « vektorine lygti:

(7" —70,1) = 0.
PerraSome §ia lygti koordinatémis:
(x —w0)A+ (y—yo)B+ (2 —20)C =0
arba
Ar+By+Cz+D =0, D=—Axq— Byy— Cxz.

Tarkime, kad j visus reigkinius nejeina koordinate z. Tada turime
vektorius 7, 7, @ plok§tumoje ir lygtimi Az+ By+C = 0 isreiskia-
ma tiesé, einanti per plokstumos taska Ro(zo, o) statmenai vek-
toriui 7 = (A, B).

Tiesiy ir plok§tumy statmenumas

Dvi plokstumos (tiesés) aq ir ao yra statmenos, kai jy normalieji
vektoriai 711 ir 7ig yra statmeni. Kai plokStumos (tiesés) aq ir oo
iSreiskiamos lygtimis

Ayx+ Biy+ Ciz+ Dy =0, (al)

Aox + Boy + Coz 4+ Dy = 0, (042)

normalyjy vektoriy 77 = (Al,Bl,Cl), My = (AQ,BQ,CQ) stat-
menumo salyga:

| (711, 712) = A1 Ay + BiBy + C1Ch = 0|

Plokstumos (tieseés) yra lygiagretios, kai jy normalieji vektoriai yra
kolinearus: 717 = amiy. Arba lygiagretumo salygos koordinatémis:

A _ B _ G
Ay By (O
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Pavyzdys

Raskime plokstumos, einan¢ios per taska M(1,1,1) lygiagreciai
plokstumai Oyz, lygti.

Sprendimas. Plokstumos Oyz normalusis vektorius yra i= (1,0,0).
Taigi A = 1, B = C = 0 ir ieskomos plokstumos lygtis yra
r+ D =0. Kai D = —1 plokStuma eina per taska M.

Tiesés erdvéje lygtys

Tiesé erdvéje gali buti apibrézta kaip dviejy plokstumy susikirti-
mas:

Ayx+ Biy+ Ciz+ Dy =0,
Agx + By + Coz + Dy = 0.

Tiesé apibrézta, kai Sios dvi plokStumos néra lygiagrecios. Tai
reiskia, kad
A1 B Gy
ran = 2.
& <A2 By Cy

Si lygybé galioja tada ir tik tada, kai bent vienas i$ trijy determinanty
nelygus nuliui

A By
Ay B

A Oy
’ Ay Oy

B, C;
’ By

Tarkime, kad j 8ia sistema nejeina kintamasis z. Tada sistemos
sprendinys yra tiesiy susikirtimo taskas. Sis taskas yra vienintelis,
kai pirmasis determinantas nelygus nuliui.

1.6.4 Tiesiy ir plok§tumy pagrindinai uzdaviniai
Tiesés, einancios per du taskus, lygtis

Tarkime, kad tiesé eina per du erdves taskus M (z1,y1,21),
My (x2,y2,22). Tada bet kuriam tiesés taskui M(z,y,z) turime
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MM || My Ms. Arba

r—x1 Y-y -z

T2 — X1 Y2 — U1 Z2 — 21

Plokstumos, einanc¢ios per tris taskus, lygtis

Tarkime, kad plokstuma eina per tris taskus M (x1,y1, 21),
My (x2,y2, 22), Ms3(x3,ys,23), kurie nepriklauso vienai tiesei. Ta-

da, esant bet kuriam plok§tumos taskui M (x,y, z), vektoriai My M,
M7 Mo ir My M3 yra komplanarus. Taigi <M1M, My M, M1M3> =

0. Arba koordinatémis:

r—T1 Y-y z—2z2
rT—Ty Y—yY2 z2—29 | =0.
r—x3 Y—Ys z2—2z23

Pastebékime, kad jei vektoriai MjMs ir M7 Ms yra kolinearus, §is
determinantas tapaciai lygus nuliui.

Tiesés ir plokStumos lygiagretumo salygos
Tiesé ¥ — 7y = td yra lygiagreti plokstumai (arba yra Sioje ploks-
tumoje) Az + By + Cz + D = 0, kai vektorius @ yra statmenas
plokstumos normaliajam vektoriui 77 = (A, B,C). Arba

(@,m) =0.
Tarkime, kad tiesé apibrézta tiesinémis lygtimis

Ayx+ Biy+ Ciz+ Dy =0,
Asx + Boy + Coz + Dy = 0.
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Tada vektoriy @ galima rasti kaip 8iy plokStumy normaliyju vektoriy
iy = (A1, By, C1) ir g = (Ag, Bg, C3) vektorine sandauga

i ]k
6:ﬁ1Xf2: A1 B1 Cl
Ay By (s
F 9 -
lll
x/ - =
s n,Xn
. 2
L
-~
Py
/ s

12 pav. Tiesés ir plok§tumy lygiagretumas

Todeél tieses ir plokStumos lygiagretumo salyga galima uzrasyti
taip:

A B (C
Ay By Cp |=0.
Ay By (o
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Lygtys atkarpomis

Plokstumos atkarpomis lygtis

X z
A}
a b ¢

Skai¢iy a, b, ¢ geometriné prasmé parodyta 13 pav.

C

13 pav. Plok§tumos apibréZimas atkarpomis

Tieseés lygtis atkarpomis
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Tasko atstumas nuo plokStumos
Tarkime, kad plokstumos lygtis yra
(7= 70,0,q) =0, 7= (x,y,2), 7o = (2o, Yo, 20)
Raskime tasko M (z1,y1, 21) atstuma nuo 8ios plokstumos. Ploks-

tuma eina per taska Moy(zo, Yo, 20) (OMp= 7). Gretasienio, su-
(siodr.7.7)

Tasko M atstumas h nuo plokstumos yra §ito gretasienio aukstine.

daromo vektoriais MoM, p, ¢ turis lygus V =

Kadangi V = Sh, turime h = % Cia S = |px q] — gretasienio
pagrindo plotas. Taigi
b — (71 — Fo,ﬁyff)\‘
1'% q
Vektoriy p, ¢ vektorine sandauga galima pakeisti plok§tumos nor-
maliuoju vektoriumi 77 = (A, B, C). Tada

(e 0]

7]
Pazyméje D = —Axg — Byg — Czp, (tai reigkia, kad taskas M
prikauso plokstumai Az + By + Cz + D = 0) gauname
(1 —70,7) = (z1 — 20)A + (y1 — yo)B + (21 — 20)C = Axy +
By1+Cz1+D. Taigi tasko My (z1,y1, 21) atstumas nuo plokstumos
Ax+ By+ Cz+ D =0 lygus

- \Axl + By 4+ Cz —I-D’
N

TasSko atstumas nuo tiesés

h

Plokstumos tasko M (x1,y;) atstumas nuo tiesés Ax+ By+C =0

lygus
_ |Azy + By, + C|

VA B?
70

h




Atstumas tarp nelygiagreciuy tiesiy erdvéje

Tiesiy einanc¢iy per taskus Mj(x1,y1,21) it Ma(x2,y9,22) lygia-
greciai vektoriams @i = (a1, a1y, a12) ir do = (s, a2y, a2z) lygtys
yra

—

r _Fl = t(_il) F_F2 = t_’27 T = (ﬂj‘,y,Z), t€R.
Atstumas tarp $iy tiesiy

Ty — 71, a1, d2)|

Ll

|51 X 52|
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Skyrius 2

Laboratorinial darbai

2.1 Pirmasis laboratorinis darbas
Algebrines operacijos MAPLE terpé€je

Sumos, atimties, sandaugos, dalybos operacijoms zyméti
naudojame simbolius +, -, *, / | o0 kélimg laipsniu Zymime
simboliu ~

>  (zt+axy-x)~3;

(z4+ay—z)3

Simboliui r suteikiame reigkinio reiksme naudodami priskyrimo
7enklg :=. Jei komanda uzbaigsime simboliu : (o ne ; ), ji bus
ivykdyta, o rezultatas nebus spausdinamas ekrane:

> r:=(z+ta*xy-x)"3:

Priskirtajj simboliui reiskinj galime atspausdinti ekrane
naudodami komanda print:

> print(r);

(z4+ay—z)3
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Algebrinj reigkinj r := (z + ay — ) igskleisime naudodami
komanda expand:

> rl:=expand(r);

rl :=234+322ay —3222+32a%y? —6zayx +3z2%+

+ady? —3a® —y?z +3aya? — a3

o norimu budu suruSiuosime komanda sort :
> sort(rl);
y3a® —3zy?a® +3y*a’2+32%2ya—6zryazt

+3yaz? — a3 +32%22 3222+ 23

Simboliu % Zymimas paskutinis skaic¢iavimy rezultatas. Jei
norime suru§iuoti reiskinj pagal kintamojo x laipsnius, ra§ome
tokia komanda:
> sort(%,[x]);
—23+3yaxr®+3z2%2 —6yazr —3y?a’r—
3222 +3yaz?+3y*a’z+1yPad + 22

Nurode papildoma rusiavimo tvarka, gausime kitokj rezultata:
> sort(%, [x,y]1);
—2? +3ax’y—3a’zy®+ad P+
+3z2% —6azxy+3a’zy? —3222x+3ay+ 23
Kartais patogu skai¢iavimo rezultatus pakomentuoti arba tiesiog

ivardinti. Tai galime padaryti tarp pasviryjy kabuciy ‘... ¢
> ‘skleidinys pagal x,y,z‘=sort(%,[x,y,z]);

skleidinys pagal ©,y,z = —x3 + 3az? y+
+3222—-3a%zy? —6axyz—3x22+ay?
+3a?y? 2+ 3ay2?+ 23
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Sj reiskinj sugrupuosime pagal kintamyjy laipsnius naudodami
funkcija collect:

> collect(r,x);

—23 4+ (B3z+4+3ay)2®+ ((z +ay)(—2z —2ay)—
—(z+ay)?)z+ (2 +ay)?

Komanda factor naudojame reiskiniui isskaidyti dauginamaisiais:
> factor(%);
—(z—z—ay)?

Jei norime apskaiciuoti algebrinio reiskinio reiksme, atitinkancia
konkrecias jo argumenty arba parametry reikSmes, naudojame
operatoriy subs:

> subs(x=2,a=1,r);

(z+y—2)°

Kai norime skaic¢iavimus tiesiog pakomentuoti, galime jrasyti
komentara komandinéje eilutéje, atskirdami jj zenklu #:
> a:=2:x:=1:y:=3:z:=5:r;#r reiksmé taSke (1,3,5),a=2
1000

Pastebékime, kad, naudojant komandg subs, kintamieji a, x, y,
z liko laisvi, o dabar, naudojant priskyrimo Zenklg :=,
kintamiesiems negriztamai buvo priskirtos skaitinés reikSmes:
> print(rl);
1000

Norédami atlaisvinti kintamyjy reikSmes, naudojame komanda
restart. Turékime omenyje, kad ji panaikina visus ankstesniy
skaic¢iavimy rezultatus.

> restart:
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Reiskinio algebrine iSraiska galime pakeisti komanda convert.
Keic¢iame desimtainj skaié¢iy trupmena:
> convert( 3.14,fraction );
157
50
Racionaluyjj reiskinj
> fi=(x)-> (x~5+x"2+2)/(x"2-1);
z° + 2% + 2

f=a z?2—1

galime i3reiksti sveikosios dalies (daugianario) ir taisyklingyju
racionaliyjy reigkiniy suma:
> convert(f(x), parfrac, x);
1 2

3 1— —
r° +x+ x+1+x—1

Bet kurios komandos aprasyma gausite darbiniame lange po
klaustuko Zenklo ? surinke komandos varda ir paspaude klavisy
enter. Pavyzd7iui,

> 7convert;

Atkreipkime démesj, kad reigkinj uzraséme kaip funkcija f(x),
naudodami atimties ir nelygybés simbolius - ir >. Tokiu atveju
jos reik§me, tarkime, taske x := 7, gausime taip:
> f(Pi);
w4242
2 —1
Apytiksle desimtaine reik§me gausime komanda evalf:
> evalf (%) ;
35.84030075
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Skaiciavimy tiksluma pakeisime nurode norima deSimtainiy
7enkly po kablelio skaiciy:
> evalf(f(Pi),25);
35.84030074073290927925016

Apibrézkime naujg reiskinj:
> p:=(y°7-1)/(y-1);

Komanda simplify suprastins reiskinj:
> s:=simplify(p);
s=y+P+yt+ P+ +y+1

Ji galime uzrasyti kaip kintamojo y funkcija naudojant komanda
unapply:
> g(y) :=unapply(s,y);
gw) =y ="+ +y'+ PPty 41

Ta patj reiskinj galime uzraSyti naudodami komanda sum:
> sum(y~i, i=0..6);

PP+t Pty 1

Funkcija product analogiskai veikia sandaugos atzvilgiu:
> product (k~k/(k+1), k=0..6 );
5598720000
7

Panasiai veikia komandos mul ir add:
> mul( i~i/(i+1), i=0..6 );
> add( y~i, i=0..6 );
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5598720000
7
Wyt +Hy+1

Formule
> (a-b)"2=a"2-2%axb+b"2;
(a—b)?=a%—2ab+1?

galime patikrinti apskaiciave jos kairiosios ir deSiniosios pusiy
skirtuma lhs ir rhs funkcijy pagalba:
> simplify(lhs(%)-rhs(%));
0

Uzduotys

1. I8skaidykite dauginamaisiais reiskinj
20 —2° — 92t + 23 + 2022 + 122.

2. Patikrinkite Jums 7inomuy algebros formuliy teisinguma.
3. Uzragykite reigkinj n(n — 1)..(n — k+ 1) = n!/(n — r)! kaip

kintamujuy k ir n funkcija ir apskaic¢iuokite jo reikSmes esant
ivairioms argumenty reik§meéms.
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2.2 Antrasis laboratorinis darbas
Matricos, determinantai, tiesines lygciy
sistemos. Determinanty skaic¢iavimas

Atvirkstinés matricos radimas. Tiesiniy lygéiy sistemuy
sprendimas. Bendrojo sprendinio tyrimas Maple terpéje

Matricos uzraSsymas MAPLE

MAPLE matricas galima uzraSyti (uzduoti, jvesti) keletu budy.
Apibudinsime pagrindinius i§ jy. Pirmiausia aktyvuojame linalg
paketa:

> with(linalg):

Galime uzrasyti matricyg i§vardindami visy jos eilu¢iy elementus:

> A:=matrix( [ [1,2,3]1,[2,8,5]1,[3,0,10] 1 );

1 2 3
A=1]12 8 5
3 0 10

Galime isvardinti visus matricos elementus paeiliui, pries tai
nurode matricos formata:

> A:=matrix(3,3,[1,2,3,2,8,5,3,0,10]);

1 2 3
A=1]12 8 5
3 0 10

Kartais naudinga apibrézti matricos elementus kaip ty elementy
indeksy funkcijas (prie§ tai turime nurodyti matricos formata):
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> B:=matrix(3,3,(i,j)->(1+j)"j);

2 9 o4
B:=|3 16 125
4 25 216

Turimoje matricoje vieng jos elementa galime pakeisti taip:
> A[2,3]:=-8: A=evalm(A);

1 2 3
A=1|2 8 -8
3 0 10

Vienetine matrica patogu apibreézti identity komanda:

> E:=Matrix(4,4,shape=identity);

1000
0100
Ei= 0 010
00 01

Matricas, kuriy visi elementai vienodi, greitai uzrasysime Sitaip:
> A:=matrix(2,5,1);

11111
A':{lllll}

Matrica, kurios elementai yra atsitiktiniai skaiciai, galime
generuoti randmatrix komanda:

> B:=randmatrix(2,5);

g | -T2 -5 -94 &7
T -56 0 —62 97 —73

Skliausteliuose nurodéme matricos formata.
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Matricy veiksmai

Matricy suma uzrasoma taip pat kaip skaiciy suma:
> (C:=A+B;
C:=A+B

Komanda evalm suskai¢iuoja matricos elementy reik§mes (veikia
panasiai kaip komanda evalfesant skaliariniams dydziams:
> F:=evalm(%);
-6 23 —-54 —-93 88

= 55 1 —61 98 —72

Transponuotoji matrica randama naudojant komanda
transpose:

> Btr:=transpose(B);

-7 =56

22 0

Btr:= | —55 —62
-94 97

87 —173

Matricos ranga apskaic¢iuojame naudodami rank komanda:
> rank(B);

> rank(A);

Raskime atsitiktinés matricos treciaji laipsni:

> A:=randmatrix(5,5);
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—4 —-83 —10 62 -—-82

80 —44 71 —17 —-75

A= —-10 -7 —40 42 =50

23 75 —92 6 74

72 37T —-23 87 44

> ‘A~3‘=evalm(A~3);

1030257 574379 1252419  —505139 848510
—1435013 1023781 —342743 —1606463 1368007
A8 = 405365 —193997 760807 51921 —179986
—104235 —769193 —753706 1144728 —991853
313283  —85120 —466323 345223 165764

Naudojame ta patj kélimo laipsniu simbolj ~kaip ir keldami
laipsniu skaliarinius dydzius. Matricas dauginsime naudodami
simbolj &* :
> G:=evalm(F&*A);
G [ 6601 —3855 10385 4067 —1543 }
’ —2020 9634 —4299 -11665 11569

arba komanda multiply:
> multiply(F, A);

6601 —3855 10385 4067 —1543
—2020 9634 —4299 11665 11569

Komanda multiplyleidzia uzrasyti didesnj negu 2 dauginamujy
skaiciy:
> multiply(F, A, transpose(G));

185203789 —160410727
—160410727 385289743

Matrica dauginame i§ skai¢iaus naudodami jprasta daugybos
simbolj *:
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>

‘BxA¢:=evalm(5*A) ;

5% A=

—-20 —415 50
400 —220 355
=50 =35 -200
115 375 —460
360 185 —115

310
—85
210
30
435

—410
—375
—250
370
220

Kvadratinés matricos determinanta apskaic¢iuojame naudodami
komanda det:

>

‘Matricos A determinantas‘:=det(A);

Matricos A determinantas := 4224726702

Atvirkstine matrica randame inverse komanda:

Aaty =

>

‘Aatv‘:=inverse(A);

418322 6016112 —1429159 857507 744608 7
100588731 704121117 234707039 100588731 704121117
—674143 174134 5417084 —276684 915420
33529577 234707039 234707039 33529577 234707039
—5413219  —3393248 3143353 —4100771 12542350
603532386 2112363351 1408242234 301766193 2112363351
—802249  —11184854 7758601 —2617391 19740775
603532386 2112363351 1408242234 301766193 2112363351
2426770  —10509755  —13498831 916126 4948177
L 301766193 2112363351 704121117 301766193 2112363351 A

Nepamirskime, kad tik reguliarioji matrica (t. y. tokia, kurios

> evalm(Aatv&*A);
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determinantas nelygus nuliui) turi atvirkstine matrica.
Patikrinsime, ar tikrai gautoji matrica Aatv yra matricos A

atvirkstine matrica:



[l olell
o O O = O
OO = OO
o~ O O O
_ o O O O

Vektoriai

Vektoriams uzraSyti galime naudoti komanda vector:
> vector( [5,4,3,2] );
[57 47 37 2]

Jei visos vektoriaus komponentés vienodos, galime nurodyti tik
vektoriaus matavima ir komponenciy verte:
> vector(5, 7);

[7,7,7,7,7

Pravartu mokéti vektoriaus komponentes uzrasyti kaip
komponenciy indeksy funkcijas:

> f :=x -> 6-x:

v := vector(4, f);

v:=1[5,4, 3, 2]
Sitokiu budu usraseme pirmaji i§ ¢ia nagrinétyjy vektoriy.
Norimas esamo vektoriaus komponentes galime gauti taip:

> v[1],v[4];
5,2

Tiesiniy lygciy sistemos

Panagrinékime keleta tiesiniy lygéiy sistemy sprendimo budy.
Tegul kaip pavyzdys buna sistema

83



ox + 8y - 3z — 21,
3x + 1ly +4z = 13,
X + oy - bz = 12

Sistemos matrica A yra:
> A:=matrix([ [5,8,-3],[3,11,4],[1,5,-511);

5 8 =3
A=13 11 4
1 5 -5

Deginiyjy lygciy pusiy reik8miy vektoriy pazymeékime B:
> B:=[21,13,12];
B :=[21, 13, 12]

o nezinomy kintamujy vektoriy = X:
> X:=[x,y,z];
X =z, y, 7]

Sistema uzrasykime matriciniu pavidalu AX=B:

> evalm(A&*X)=B;

br+8y—3z3x+1ly+4z z+5y—>5z] =21, 13, 12]
Panagrinékime tris tiesiniy lygciy sistemy sprendimo budus.
I budas. Naudojame komanda linsolve, kuri sprendzia sistemg
AX=B:

> X:=linsolve(A,B);
X :=12,1, —1]
IT budas. Sistema sprendziame atvirkS§tinés matricos
metodu, sprendinj gauname suskaiciave sandauga
X=A"(-1)&*B:
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> Atv:=inverse(A);

15 -5 =13 ]
47 AT AT
Aty = 19229
235 235 235
—4 17 =31
| 235 235 235 |

> X:=evalm(Atv &* B);
X = [27 17 _1]

III budas. Sistemg sprendziame Gauso ir Zordano metodu.
Naudodami komanda augment, sudarome igpléstaja sistemos
matrica:

> AB:=augment(A,B);

5 8 -3 21
AB:=1|3 11 4 13
1 5 =5 12

Tada naudojame komanda gaussjord:

> G_J:=gaussjord(AB);

100 2
G J=|010 1
001 —1

Musy sistemos sprendinio X komponentes matome paskutiniame
Sios matricos stulpelyje. Akivaizdumo délei, stackmatrix
komanda §ig matrica papildome nezinomuyjy eilute:
> GJ:=stackmatrix([[x,y,z,b]],G_J);

x y z b

1 00
G = 01 0 1
0 0 1
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Raidémis x, y, z pazymeéti atitinkamy nezinomuju koeficientu
stulpeliai. Dabar akivaizdu, kad sistema, ekvivalenti pradinei, yra
tokia:

X = 2’ y — 1, 7z — *1,
(jos matrica yra GJ).

Kitas pavyzdys:
> with(linalg):
> A:=matrix( [ [1,-1,1,1]1,[2,-1,-1,1],[1,-2,4,2] 1 );

1 -1 11
A=12 -1 -1 1
1 -2 4 2
> B:=[2,3,1];
B:=[2, 3, 1]
> AB:=augment (A,B);
1 -1 11 2
AB=12 -1 -1 1 3
1 -2 4 2 1
> G_J:=gaussjord(AB);
10 -2 00
G J=|101 -3 -1 0
00 0 01

Paskutinioji §ios matricos eiluté atitinka lygtj
0-214+0-294+0-23+0-24 =1.

Si lygybé negalima, taigi sistema sprendiniy neturi.
Dar vienas uzdavinys: raskite visus lygéiy sistemos

1+ 229 + a3+ 224 — x5 = 2,
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3:171 — 2:172 — 5:174 — Iy = —2,

—2x1 +3x9+ 23— 44 =3

sprendinius. Sistemos matricyg pazymeékime S:
> S:=matrix( [ [1,2,1,2,-1]1,[3,-2,0,-5,-1],
[—2,3,1,—4,0] ] );

1 2 1 2 -1
S = 3 -2 0 -5 -1
-2 31 -4 0
> B:=[2,-2,3];
B :=[2, -2, 3]

> X:= linsolve(S,B);

X =ty 1 =11 t4,2 to+37 ty, 11,3 to+17 ¢
Gia t1,to — bet kokie realieji skaic¢iai. Patikrinkime, ar gautasis
vektorius X tenkina sistema:

> Patikrinimas:= evalm (S &* X)= B;

Patikrinimas = [2, =2, 3] = [2, —2, 3].

Kaip matome, X tikrai yra Sios sistemos sprendinys. Ji vadiname
bendruoju sistemos sprendiniu.

Uzdaviniai
-5 -7 6 1
- . . — 4 _3 2 2
1. Apskaic¢iuokite matricos A := 6 6 —4 —6
4 5 5 3

determinanta. Raskite atvirkstine matrica. Patikrinkite rezultata
sudaugine A ir rastaja matrica.

-1 -3 -1
2. Tegu duota matrica A:= | =2 3 —3 | ir vektorius
-1 5 -1

B :=[-13, 8, 19]. Ivairiais budais igspreskite lygtiy sistema
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AX — B. Naudokite komandas linsolve, gaussjord, o tuo
atveju, jei sistema turi vienintelj sprendinj, raskite jj ir
atvirkstinés matricos metodu bei naudodami Kramerio taisykles.
Jei sistema turi vienintelj sprendinj, pakeiskite ja taip (keisdami
jos koeficientus ar kitaip), kad ji turéty be galo daug sprendiniy.

2.3 Treciasis laboratorinis darbas
Kompleksiniai skai¢iai ir daugianariai.
Kompleksiniy skaiCiy veiksmai

Daugianariy Sakny radimas

Kompleksinj skai¢iy algebrine forma z = x + iy, kai = yra realioji,
y — menamoji skai¢iaus z dalis, o ¢ — menamasis vienetas, turintis
savybe i? = 1, MAPLE galime uzragyti komanda Complex:
> z:=Complex(2,5);
z:=2+51

Taip pat galime jj uzrasyti kaip algebrinj reiskinj, naudodami
raide I menamajam vienetui ¢ Zymeéti:
> z := 2 + bxI;
z:=2+4+51

Realiaja kompleksinio skaiciaus dalj gausime naudodami
komanda Re(z), o menamaja - Im(z):
> Rez :=Re(z);
Rez := 2
> Imz :=Im(z]);
Imz =5

Kompleksinio skai¢iaus x + y I jungtinis skaic¢ius x — I y
randamas komanda conjugate:
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> ‘Jungtinisz‘ = conjugate(z);
jung jug

Jungtinisz = 2 — 51
Veiksmai, atliekami su kompleksiniais skai¢iais

Kompleksiniy skai¢iy sumos, atimties, daugybos, dalybos
veiksmams uzra§yti MAPLE naudojami jprasti simboliai +, -, *,

/:

> z[1]:= 3 + T*I;

> z[2]:= 5 - 6%I;

> ‘z[1] + z[2]¢ = z[1] + =z[2];

> ‘z[1] - z[2]¢ = z[1] - z[2];
21 =3+71
20 =5H—-61

z[1] + z[2]=8+1
z[1] — z[2] =—-24131
> ‘z[1]1*z[2]¢ = Z[11*Z[2];
2l1]  2[2] = 21 Z,
> ‘z[1]1/z[2]“=Z[1]/Z[2];
Z
Al)/212) =5
Kompleksiniy reiskiniy reik§més apskai¢iuojamos komanda evalc:
> z:=(sqrt(5)+3*I)"~2;
z:= (V5 +3I)>

> evalc(z);

—44+61+5

Kompleksinio skai¢iaus modulj rasime naudodami komanda abs :
> ‘z=sqrt(2+5%I);
(V5+30)2=V2+51
> evalc(z);
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—4+6I15
>  ‘modz‘=abs(z);
modz = 14

Bet kuriems kompleksiniams skai¢iams zq, 2o galioja trikampio
nelygybé

|21 + 22| < |z1] + |22],

kurig galima apibendrinti esant bet kokiam baigtiniam démeny

skaic¢iul n:
n n
D al <) lail
i=1 i=1

Patikrinkime ja, kai turime tris démenis:

> zl:=7 +1;
> z2:= 3 +b%*I;
> z3:=-2 -T%*I;
> ‘zl + 22 +23 ‘= z1 + 22 + z3;
> ‘z1| ¢ = abs(zl);
> “z2| ¢ = abs(z2);
> ‘|z3| ¢ = abs(z3);
> “lzl + z2 + 23| ¢ = abs(zl + z2 +z3); ¢ ¢;
> evalf(abs(zl + z2 +z3) <= abs(zl) + abs(z2) + abs(z3));
21 :=7+1
22 . =3+51
28 :=-2-"71

21 + 22 +28 =8~1
|z1| =52
22 = V34
23] = /53

21 + 22 + 23] =65

8.062257748 < 20.18212959
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Trigonometriné (poliné) kompleksiniy skai¢iy forma

Prisiminkime, kad kompleksinio skai¢iaus z trigonometriniu
pavidalu vadiname skaiéiaus z algebrine israigka, gaunama
kompleksinéje plokstumoje naudojant polines koordinates:

z = r(cosh + isind).

Cia r = |z| - kompleksinio skai¢iaus modulis, o polinis kampas 6
vadinamas skaitiaus argumentu. Skai¢iaus z := —1 — [ polinj
pavidala MAPLE galime uzrasyti taip:
> z := -1 - 1;
zi=—-1-1
> ‘polz‘:=abs(z)*(cos(theta)+I*sin(theta));

polz == /2 (cos(#) + sin(6) I)

Skaic¢iaus argumenta galime gauti komanda argument:
> ‘theta‘:=argument(z);
3

0 := 1

Naudodami funkcija polar gausime kompleksinio skaiciaus poline
forma tokiu pavidalu:

> ‘polarz‘:=polar(z);

polarz := polar(v/2, —?ZTW)

Zinome, kad dauginant (dalinant) kompleksinius skai¢ius ju
moduliai dauginami (dalinami), o argumentai sudedami
(atimami). Sudauginkime ir padalinkime du kompleksinius
skai¢ius poline forma:

> z1:=1+2%1;

z1:=1+4+21
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> polar(zl);

polar(1/5, arctan(2))
> ‘polar(z#*zl) ¢ :=polar(sqrt(2),-3/4*Pi)*polar(sqrt(5),
arctan(2));
3
polar(z * z1) := polar(v/2, —TW) polar(v/5, arctan(2))

> simplify(%);

polar(v/2+/5, —?ZTW + arctan(2))

> ‘polar(z/zl) ¢ :=polar(sqrt(2),-3/4%Pi)/polar(sqrt(5),
arctan(2));
3m

polar(v/2, — 1 )
polar(v/5, arctan(2))

polar(z/z1) =

> simplify(%);

V2V5 37
P T arctan(2))

polar(

Rodikliné (eksponentiné) kompleksinio skai¢iaus forma

Rodikliniu kompleksinio skai¢iaus pavidalu vadiname algebrine

iSraiska

9 = r(cosb + isind).

z = ré

Skaiciy z = 1+4i uzrasykime rodikline forma:

> z:=1+4%1;

z=1+41
> theta:=argument(z);
0 := arctan(4)
> r:=abs(z);
r =17
> rodz:=r*exp(Ixtheta);
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rodz :=1+41

Funkcija evalb patikriname gautosios israiskos teisinguma:
> evalb(rodz=z);
true

Daugianariy Sakny radimas

Suraskime visas lygties z3 = 1 Saknis ir pavaizduokime jas
grafiskai kompleksinéje plokstumoje. Naudosime komanda map,
atliekancia atitinkama procedura kiekvienam nurodytos aibés
elementui, grafine funkcija plot, komandy solve, randancig
algebrinés lygties sprendinius (jrémine komandos eilute
figuriniuose skliaustuose, gauname visa tokiy sprendiniy aibe):
> sprendiniy_aibé :=solve(z~8=1,z):
> ‘Sprendiniai ¢ = sprendiniy_aibé;
> taskai := map(w->[Re(w),Im(w)], sprendiniy_aibé):
> plot(taskai, style=point, symbol=circle, scaling=constrained,
color=red,labels=[‘x‘,‘y ‘],view=[-1.1..1.1,-1.1..1.1]);

z"8 = 1 sprendiniai

7 1 7 1
Sprendiniai = {-1,1, I, —I, g +SIVE, V2 SIVE,

2
I
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1
Y 051
-1 -o5 O 0.5 1
1 X
—0.51
1

Isspreskime lygtj 22 + (1 +4) 2z + 5i = 0:
> spr_aibe := {solve(z~2 +(1+I)*z +5%I,z)}:
> ‘Sprendiniai ¢ = spr_aibe; tsk := map(w->[Re(w),Im(w)],
spr_aibe):
> plot(tsk, style=point, symbol=circle, scaling=constrained,
color=red,labels=[‘ x‘,‘y‘],view=[-2.1..2.1,-2.1..2.1]);

Sprendiniai = {1 —21, -2+ 1}

94



Jei sprendinius gauname RootOff pavidalu, ju apytiksles

reik§mes suzinosime naudodami komanda evalf:
> s_aib := {solve(z"5 +(1+I)*z +5xI, z)}:
> ‘Sprendiniai‘ = s_aib; tsk := map(w->[Re(w),Im(w)],
s_aib):

> plot(tsk, style=point, symbol=circle, scaling=constrained,
color=red, labels=[¢ x¢,‘y ‘], view=[-2.1..2.1,-2.1..2.1]);

Sprendiniai = {RootOf (51 + _Z°+ (1 +1) _Z, index = 3),
RootOf (51 + Z°+(1+1) _
RootOf (51 + Z5+(1+1)
RootOf (51 + Z5+(1+1)
RootOf (51 + Z°+(1+1) _

)
Z, index = 1),
Z, index = 4),
Z, index =5),
Z, index = 2)},
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> evalf(s_aib);

{1.335251055 — 0.5274925690 I, —0.9088695074 + 1.075425295 I,

—1.198729690 — 0.4487126974 I, 0.8573804305 + 1.204816220 I,
—0.08503228805 — 1.304036249 I}

Kompleksiniy skai¢iy matriciné interpretacija
> with(linalg) :

Vieneta algebrinéje kompleksinio skaiciaus iSraigkoje keic¢iame
vienetine matrica E,

> E:=Matrix(2,2,shape=identity);
1 0
E =
0 menamajj vieneta - toliau apibréziama matrica M:
> M:=matrix(2,2,[ 0,-1,1,01);

w2 5]
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Raskime sandauga
> multiply(M,M);

o]

Taigi, matrica M turi menamojo vieneto i pagrindine savybe.
Pastoviasias 2 x 2 matricas galime tapatinti su vektoriy erdves
R? tiesiniais atvaizdavimais, gaunamais dauginant matricas ir
erdves vektorius:

> V:=vector([u,v]);

V= [u, v]
> multiply(E,V);
[u, v]
> Wi=multiply(M,V);
W= [—v, u]

Matome, kad, daugindami vektoriy V i§ matricos E |, gauname ta
pati vektoriy, t.y. vektoriy erdveés atvaizdavimas E yra
tapatumo atvaizdavimas, nes nekeicia erdvés. Tuo tarpu
atvaizdavimas M kiekviena vektoriy pasuka 90 laipsniy kampu
pries laikrodzio rodykle. Kampa tarp vektoriy galime iSmatuoti
naudodami funkcija angle:

> angle(V,W);

b | 3

UZdaviniai

1. Raskite kompleksinio skaitiaus (1 — 2i)3/(+% algebrine, poline
ir rodikline formas, realiaja ir menamaja dalis, jo jungtinj
kompleksinj skai¢iy.

2. Raskite visus lygties 22 — 3z + 3 = 0 sprendinius ir
pavaizduokite juos grafiskai kompleksinéje plokstumoje.
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2.4 Ketvirtasis laboratorinis darbas
Vektoriy veiksmai. Vektoriy skaliarine,
vektoriné ir miSrioji sandaugos

Vektoriy uzrasymas MAPLE

Vektorius MAPLE galime uZzrasyti keletu budy. Mes dazniausi-
al naudosime paketa linalg. Gafigkai vektorius vaizduosime pa-
sitelkdami paketa Student|[LinearAlgebra] , kurj aktyvuojame
komanda with(Student|Linear Algebral:

> with(linalg):
> with(Student[LinearAlgebral):

1. Vektoriai apibréziami iSvardijant visas jy
komponentes:
> V:=vector ( [ 1,2,3,4,5 1 );
V=11, 2, 3, 4, 5]

2. Jei vektoriaus komponentes vienodos, paprasta jj
uzrasyti taip:
> V:=vector( 4,2 );
V=12, 2, 2, 2]
Skaicius 4 lygus vektoriaus komponenciy skaiciui, o 2 jy skaitinei
vertei.

3. Vektoriy uZrasymas naudojant baigtiniy aibiy ir
baigtiniy seky elementus.

Uzrasykime sekos S, = 7+ (—1)"3n deSimt pirmyjy nariy. Nau-
dojame komanda seq:
> S:=seq(7+3*(-1)"n*n,n=1..10);
S:=4,13, -2, 19, -8, 25, —14, 31, —20, 37
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Norédami §j skaiciy rinkinji MAPLE traktuoti kaip aibe A, ji jterpiame
tarp skliausty {} ir pazymime raide A:
> A:={S};
A:={-20, —14, -8, —2, 4, 13, 19, 25, 31, 37}
Komanda A[ | aibe A vél pavaizduoja kaip seka:
> S:=A[];
S = -20, —14, -8, =2, 4, 13, 19, 25, 31, 37
Iterpdami S tarp lauztiniy skliausty, sekos S elementus paversime
vektoriaus komponentémis :
> V:=[S];
V:=[-20, —14, -8, —2, 4, 13, 19, 25, 31, 37]

Analogigkai vektoriaus komponentés vél paveréiamos sekos
elementais:
> V[ 1;
—20, —14, -8, —2, 4, 13, 19, 25, 31, 37

4. Jei vektoriaus komponentés yra susietos su savo
indeksais funkcine priklausomybe
(pavyzdziui, v, = n?), vektoriy galime uzradyti tos funkcijos
pagalba:

> V:=vector ( 7,x->x"2);

V=11, 4,9, 16, 25, 36, 49]

Sio vektoriaus komponentés lygios funkcijos reik§meéms atitinkamai
taskuose 1,2,3,4,5,6,7 (pradiné argumento reik§mé lygi vienetui).
Jei skaic¢iavimams reikalingos zinomo vektoriaus V' komponentes,
jos gaunamos Sitaip:

> V[2];

4

Pavyzdziui, sudékime 2-aja ir 4-3ja vektoriaus komponentes:
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>  suma:=V[2]+V[4];
Test := 20

Pademonstravome tik keleta i§ daugelio galimy vektoriy
uzraSymo MAPLE budy.

Pagrindinés vektoriy operacijos MAPLE

1. Vektoriaus komponencdiy kiekj
(vektoriaus matavimg) nurodo funkcija vectdim:

> V:=vector ( 7,x->x"2);
V=11, 4,9, 16, 25, 36, 49]
> mat:=vectdim(V);
mat =7

2. Rusiuoti vektoriaus komponentes
galime naudodami komanda sort. Tarkime, kad turime seka S:

> S:=seq(7+3*(-1)"n*n,n=1..10);
S:=4,13, -2, 19, -8, 25, —14, 31, —20, 37
I8 jos elementy sudarome vektoriy:
> V:=[S];
V=14, 13, =2, 19, —8, 25, —14, 31, —20, 37|

Komanda sort Sio vektoriaus komponentes i§déste didéjancia
seka, gausime kita vektoriy:
> Sur:=sort(V);
Sur := [-20, —14, —8, —2, 4, 13, 19, 25, 31, 37]
Norédami vektoriaus komponentes i§déstyti mazéjancia tvarka, nau-
dojame komanda sort(V,*>¢):

>  Sur_maz_komp:=sort(V,‘>¢);
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Sur _maz komp := [37, 31, 25, 19, 13, 4, —2, —8, —14, —20]
3. Didziausias ir maziausias vektoriaus komponentes
randame taip:

> Maziausia:=min(V[]);
Maziausia := —20

> Didziausia:=max(V[]);
Didziausia := 37

4. Pakeisti vektoriaus komponente
galime nurodydami nauja jos reikSme. Pavyzdziui, keiciame vek-
toriaus V:
> VU
[4, 13, —2, 19, —8, 25, —14, 31, —20, 37]
tre¢iaja komponente:

> V[3]:=111;
V3 =111
Dabar vektorius V yra toks:
> VU

[4, 13, 111, 19, —8, 25, —14, 31, —20, 37|

Pakeisime vektoriaus komponentes dabartiniy komponenciy reik§miy
kvadratais, naudodami map komanda:

> V=V

V =[4, 13, 111, 19, —8, 25, —14, 31, —20, 37]
> W:=map(x->x~2,V);
W :=[16, 169, 12321, 361, 64, 625, 196, 961, 400, 1369]

Kartais pravercia sumos operatorius add ir sandaugos operatorius

mul. Naudojant Siuos operatorius, galima sudéti arba sudauginti
sekos narius, aibés elementus arba vektoriaus komponentes.

> Suma:=add(V[i],i=1..vectdim(V));
Suma := 198
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> Sandauga:=mul(V[i],i=1..vectdim(V));
Sandauga := —7044194976000

5. Vektoriy suma apskai¢iuojama naudojant jprasta sumos zen-
klg + (Zinoma, sudedami vektoriai turi buti vienmaciai):

>  Suma:=V+W;

Suma := [20, 182, 12432, 380, 56, 650, 182, 992, 380, 1406]

6. Vektorius pavaizduoti grafiSkai

galime subpaketu Student|LinearAlgebra]. Nepamirskime, kad
vektoriai turi buti tinkamo matavimo (gali turéti tik 2 arba 3 kom-
ponentes). Taip pat turékime omenyje, kad Student|Linear Algebra]|
vektoriai uzrasomi stulpeliy pavidalu naudojant komanda Vector
(vector yra paketo linalg komanda):

> V:=Vector([5, -3, 21);

> VectorSumPlot (V,W);
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The Sum of 2 Vectors

7. Vektoriaus ir skaic¢iaus sandauga
uzrasoma taip pat, kaip dviejy skaic¢iy sandauga:
> Y*27=Yx2;
10
2V =| -6

8. Kampas tarp vektoriy

Tarkime, jog turime du vektorius:

> V:=vector(3,i->i"2);

V=11, 4,9
> W:=vector(3,i->sqrt(i));
W .= [1, V2, \/ﬂ

Apskaic¢iuosime jy sudaroma kampg komanda angle:

> Kampas:=angle(V,W);
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(14+4v249v3)v/986

o . 588 : : N
Jei tokia trigonometriné israiska mums netinka, galime rasti apytik-

sle kampo reik§me naudodami komanda evalf (rezultaty gausime
radianais):

Kampas := arccos(

> Kampas[rad] :=evalf (Kampas) ;
Kampas ., = 0.4093463308
To paties kampo reik§me laipsniais:
> Kampas[laips]:=evalf((180/Pi)*angle(V,W));
Kampasq,s = 23.45381710

9. Vektoriy skaliarine sandauga
apskai¢iuojame naudodami komanda dotprod:

>  VW:=dotprod(V,W);
VW :=144v2+9V3

Zinome, kad statmeny vektoriy skaliarine sandauga lygi nuliui. Jei
vektorius U Sitoks:

> U:=vector(3,i->(-1)"i*(3-1)"2);
U:=[-4,1,0]

tai jis statmenas anksciau apibréztam vektoriui V:
> UV:=dotprod(U,V);
UV :=0
Vektoriaus ilgi randame pasitelke skaliarine sandauga (vektoriaus

ilgio kvadratas lygus vektoriaus ir to paties vektoriaus skaliarinei
sandaugai):

> Ssandauga:=dotprod(V,V);

Ssandauga = 98
Kvadratine Saknj iStrauksime komanda sqrt:

> TIlgis:=sqrt(Ssandauga) ;
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llgis = 72
Apytiksle io skaiciaus reik§me gausime komanda evalf:
> Apytikslisilgis:=evalf (Ilgis);
Apuytikslisilgis := 9.899494934

10. Vektoriné sandauga
apskai¢iuojama naudojant komanda crossprod:

> Vsandauga:=crossprod(V,W) ;
Vsandauga := [4\/3— 9\/5, 9 — \/3, \/5—4]
Apytiksléms reik§méms rasti vélgi pravercia komanda evalf:
> Apytiksliai:=evalf(crossprod(V,W));

Apytiksliai := [—5.799718828, 7.267949192, —2.585786438]
Pavaizduokime grafiskai vektorius ir jy vektorine sandauga. Nau-
dosime subpaketa Student|Linear Algebra], todél vektorius uzrasome
subpaketo komanda Vector:

> V[1]:=Vector(3,i->i"2);

1
Vi=1|4
9
> W[1]:=Vector(3,i->(-1)~(i+1)*sqrt(i));
1

W1 = —\/§
V3

Vektorius Vi, W7 ir jy vektorine sandaugg nubrésime naudodami
komanda CrossProductPlot:
> CrossProductPlot(V1, W1, vectorcolors=[green,cyan,
yellow]) ;
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The Cross Product of 2 Vectors

Cia green, cyan, yellow vektoriy grafiniy vaizdy spalvos.

Zinome, kad lygiagretainio, kurio krastines yra vektoriai V; ir
W1, plotas lygus jy vektorinés sandaugos ilgiui:
> X:=crossprod(V1,W1);
Xi= UVE+9VE 93, —vZ—4

> 1lygiagretainio_plotas:=sqrt(dotprod(X,X));

lygiagretainio _plotas := \/(4 V3 +9v2)2 4+ (9 —3)2 + (=2 —4)2
> apytikslis_lygiagretainio_plotas:=evalf (%) ;
apytikslis  lygiagretainio plotas = 21.64486210

11. MiSrioji vektoriy sandauga
apskai¢iuojama pagal jos apibrézima pasitelkus skaliaring ir vek-
torine sandaugas:

> a:=Vector( [1,8,3] );
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a:= | 8
3
> b:=Vector( [-1,3,-5] );
o
b= 3
L _5 -
> c:=Vector( [6,-2,-2] );
- 6
c:=| —2
| -2

> Misrioji_sandauga_abc:=dotprod(crossprod(a,b),c);

Misrioji _sandauga _abe := —320

Primename, kad misrioji sandauga lygi gretasienio, kurio
briaunos yra vektoriai a, b ir ¢, turiui. Vadinasi, ji lygi nuliui, jei
vektoriai a, b ir ¢ lygiagretus tai paciai plok§tumai (yra
komplanarieji vektoriai). Jos SeStoji dalis lygi keturkampés
piramideés, kurios trys briaunos sutampa su vektoriais a,b ir c,
turiui.

UzZdaviniai

1. Zinomos trikampio ABC virSunés: A( 5;-2;2), B( —1; 4;
2) , C( —4; —1; 5) . Raskite krastiniy AB, AC ir
pusiaukrastinés BE ilgj, kampo BAC dydj (trigonometrine
israigka, laipsniais, radianais), taip pat naudodami vektoring
sandauga apskaiciuokite trikampio ABC plota S.

2. Zinomi keturi vektoriai a( 1, -3, 1 ), b( -1, -3, -1), ¢( -3,
-3,1),d(—21, -39, 3). Irodykite, kad vektoriai néra
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komplanarieji. Vektoriy d isreikskite vektoriy a, b, ¢ tiesiniu
dariniu: d = la +mb + nc.

Pastaba. Tiesinio darinio koeficientams 1, m, n rasti sudarykite
tiesiniy lyg€iy sistema.

3. Raskite trikampeés piramideés, kurios briaunos yra vektoriai
a— b, |bla ir b x ¢ turj, kur |b|] pazymétas vektoriaus b ilgis,

b x ¢ vektoriy b ir ¢ vektoriné sandauga. Raskite pasirinkto
tos piramidés Sono plota.

2.5 Penktasis laboratorinis darbas
Analizinés geometrijos uzdaviniy
sprendimas
MAPLE terpé€je

Plokstumos geometrijos uzdaviniai

Naudosime MAPLE paketa geometry. ISspreskime kelis
plokS§tumos geometrijos uzdavinius.

1. Raskite tiesés, einancios per taskus A(-1, 3) ir B(1,
4), lygtj ir nubrézkite tiese.

Naudodami funkcija line apibréziame tiese, einandcia per
taskus A, B, ir - funkcija Equation, parasome tiesés lygtj:
> restart;with(geometry):
> line(AB, [point(A,-1,3),point(B,1,4)]1);

AB
> Equation(AB, [x,y]1);
—7T—x+2y=0
Sutvarkome lygti naudodami operatoriy sort ir bréziame tiese
pasitelke draw funkcija:
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> sort(%, [x,y]);

—r+2y—7=0
> draw([A,B,AB],axes=normal,view=[-4..4,1..6],
printtext=true);

2. Trikampio ABC krastiniy lygtys yra 4x —y — 4 = 0,
3x + 5y —34 =0, 3x + 2y — 10 = 0. Raskite trikampio
vir§unes ir plota.

geometry paketo komanda line apibréziame trikampio krastines:
> restart;with(geometry):
> 1line(AB,4*x-y-4=0, [x,y]1);

AB

> line(BC,3*x+5*y-34=0, [x,y]);
BC

> line(AC,3*x+2xy-10=0, [x,y]);
AC
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Komanda triangle galime apibrézti trikampj, kai zZinomos jo
krastinés:
> triangle(ABC, [AB,BC,AC], [x,y]);
ABC

Komanda map randame gautojo trikampio ABC virguniy
koordinates:
> vk:=map(coordinates,DefinedAs (ABC));
54 124, 18 28
k=—, —|, |[—, =], [-2, 8
Komanda point apibréziame $io trikampio virgunes kaip tagkus:
> point(A,vk[1]);point(B,vk[2]);point(C,vk[3]);
A
B
C

Komanda coordinates nurodo tasko koordinates:
> coordinates(A);
54 124

[2_37 %]

Triangle komanda galime apibrézti trikampj 7inodami jo
vir§unes:
> triangle(ABC,[A,B,C], [x,y]);
ABC

Trikampio plota randame komanda area:
> area(ABC);
1800
253

Nubréziame trikampj naudodami draw:
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> draw(ABC,axes=normal,printtext=true);

N

/
2 o 1 B>

3. Zinomos trikampio virsunés A(11; 6), B(-10; 6) ir
C(-10,-16). Raskite trikampio pusiaukrastinés AE ir
aukstinés BD ilgius, taip pat juy susikirtimo taska M.

> restart:with(geometry):
triangle (ABC, [point(A,11,6), point(B,-10,6),
point(C,-10,-16)1);

ABC

Pusiaukragtine ir aukstine rasime naudodami funkcijas median
ir altitude:

> median(pusiaukrastine,A,ABC,E);

pusiaukrastine

Raide E pazymeétas antrasis pusiaukrastinés galas. Analogigkai
identifikuojame aukstine:
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> altitude(BD,B,ABC,D);
BD

Atstuma tarp tasky imatuojame pasitelke funkcija distance:
> distance(A,E);

V562

Line komanda apibréziame tiese, zinodami du jos tagkus:
> line(bd, [B,D], [x,y1);
bd
> line(ae, [A,E], [x,y]);
ae

Komanda eguation paraSome tiesés lygti:
> Equation(bd);
36036 n 9702 n 10164 y _0
925 925 925

Naudodami solve funkcijg galime rasti tiesiy susikirtimo taska:
> solve({Equation(bd) ,Equation(ae)});
=753 1748

v="%5"= 63’

Pazymékime raide M gautaji taska (naudojame point funkcija):
> point (M,subs(%, [x,y1));
M

Nubréziame breézinj naudodami draw:

> draw([ABC,pusiaukrastine,BD,M],
> axes=normal,printtext=true,scaling=constrained);
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4. Trikampyje, kurio vir§unés A(—4; 1), B(6; 1) ir C(6;
—4), raskite pusiaukampinés, nubréztos i§ tasko B, ilgj. I
trikampj jbrézkite apskritima.

> triangle(ABC, [point(A,-4,1), point(B,6,1),
point(C,6,-4)]1):

Funkcija bisector randa pusiaukampine:
> Dbisector(BL,B,ABC,L);
BL
distance jos ilgj:
> simplify(distance(B,L));

102
3

o draw brézia brézinj:

> draw([ABC,BL],printtext=true,axes=normal);
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Funkcija incircle randa jbrézta i trikampj apskritima, kurj
pavadiname zbréztasis, o jo centra pazymime raide O:
> incircle(ibréztasis,ABC,’centername’=0):

> draw([ABC,jibréZztasis],printtext=true,
axes=normal) ;
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5. Raskite elipsés 22 + 4y? = 8 liestiniy, einané&iy per taska
A(1; 3), lygtis.

Paragykime elipsés lygti ir fiksuokime tagka (15 3):
> with(geometry) :
eq:=x"2+4*y~2=8;x0:=1;y0:=3;

eq:=a2+4y* =8
20 =1
y0 =3

kai norime apibrézti kreives, kurios yra kugio pjuviai, pravercia
conic funkcija. Naudodami ja apibrézkime musy elipse:
> conic(C,eq, [x,y]1);

C

Detail komanda padés mums suzinoti kugio pjuvio C
parametrus: atpazins kreive (elipse), ras jos centro ir zidiniy
koordinates, agiy ilgius:
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> detail(C);

name of the object : C'\

form of the object : ellipse2d\

center : [0, 0]\

foci = [[—6°(1/2), 0], [6°(1/2), O]\

length of the major axis : 4 * 2°(1/2)\

length of the minor azis: 2% 2°(1/2)\
equation of the ellipse: 24+ /xy " 2—-8 = 0

Nubrézkime elipse ir duotaji taska:
> point(A,x0,y0);
A
> draw([C,A],printtext=true,view=[-4..4,-2..4]);

Parasykime tiesés, einancios per §j taska, lygti:

> eql:=y=y0+k*(x-x0);
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eql :==y=3+k(x—1)

ir jra8ykime gautaji y i elipses lygti naudodami komanda subs:
> subs(%,eq);
2 +43B+k(x—-1)%2=8

[sspreskime lygtj kintamojo x atzvilgiu:
> solve(%,x);

2(2k* —6k+VTk2—T+6k) 2(2k> -6k —\Tk? —T+6k)
14+ 4k2 ' 14 4k2

Kiekvienai k reik§mei gauname pora x reiksmiy. Jei tiesé liecia
elipse, tos reik§meés turi sutapti:

> solve(%[1]1=%[2],k);

3, VB 3V
7 7T T 7
> ki1:=%[1];k2:=%%[2];
3 Vb8
k=24 Y2
7+ 7
3 /b8
k2= -2 - Y2
2 7 7

Irase sias reikSmes j tiesiy lygtis, gauname du atsakymus:
> liestinel:=subs(k=kl,eql);

58
liestinel :=y =3 + (—; + g) (x—1)
> liestine2:=subs(k=k2,eql);
3 58
liestine2 =y = 3 + (—? — g) (x—1)

> line(L1l,liestinel, [x,y]);
L1
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> line(L2,liestine2, [x,y]);
L2

> draw([C,A,L1,L2],axes=normal,printtext=true);

leskomosios liestiniy lygtys yra:
> Equation(L1);

3 V58 24 /58

G=ery-7+ 7 =0
> Equation(L2);

3 V58 24 /58

G+ )ety-5 - =0

Erdvés geometrijos uzdaviniai

Naudosime MAPLE erdveés geometrijos paketa geom3d.
Isspreskime kelis uzdavinius.
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1. Raskite plok§tumos, einané¢ios per taskus A(0, 2, -3),
B(3, -6, 5) ir C(—4, 0,1), lygtj. Raskite trikampio ABC
plota ir jo kampy dydZius.

> restart:with(geom3d):

Pazymime taskus A, B, C naudodami funkcija point,
apibréziame plokstuma ABC funkcija plane, ir funkcija
Eguation rasome jos lygti :

> point(A,0, 2, -3):
point(B,3, -6, 5):
point(C,-4, 0, 1):
plane(pl, [A,B,C]):
Equation(pl, [x,y,z]1);

—26—16x —44y —382=10

vV V V V

Sutvarkome ir pazymime lygtj:
> W/ (-2);
13482 +22y+192=0
> lygtis:=sort (%, [x,y,2z]);
lygtis == 8x +22y + 192413 =0

Funkcija triangle apibréziame trikampi ABC ir nubréziame ji
naudodami draw:

> triangle(ABC,[A,B,C]);
ABC

> draw(ABC,axes=framed) ;
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Trikampio plota randame area funkcija:

> plotas:=area(ABC);
plotas := 3101

o jo kampy dydzius — Findangle:
> kampasA:=FindAngle(A,ABC);

V 137)
137

kampasA = arccos(
> kampasB:=FindAngle(B,ABC) ;

V137101

137 )

kampasB := arccos(

> kampasC:=FindAngle(C,ABC);

kampasC := g

Atsakyma galime uzrasyti iSvardindami rastuosius dydzius:
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> lygtis;’plotas’=plotas;kampai=kA,kB,kC;
8x+22y+192+4+13=0

plotas = 3101
kampai = kA, kB, kC

2. Rasti kampa, kurj sudaro tiesé (x —1)/3 = (y + 2)/1
= (z —1)/2 ir plok§tuma 5x +y —z + 4 = 0.

Apibréziame plokstuma naudodami funkcijg plane:
> restart:with(geom3d):
> plane(pl,b*x+y-z+4 = 0, [x,y,z]):

Tiesés lygti uzrasome pasitelke line komanda, nurodydami jos
taska ir krypties vektoriaus koordinates:
> 1line(t, [point(A,1,-2,1),[3,1,211):
FindAngle randame ieSkomaji kampa:
> FindAngle(pl,t);
V42
arcsm(T)

Galime rasti apytikslj kampo dydj radianais naudodami komanda
evalf, o jo iSraigka laipsniais — convert;
> evalf(%);
0.8039209181

> evalf (convert(%,degrees));
46.06127567 degrees

3. Rasti tasko A(1, 2, 3) atstuma iki tiesés x = 7 -2 t, y
—4-4t,z2="5+4t.

point apibrézia taska A:

> point(A,1,2,3):
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line funkcija apibrézia tiese pagal jos parametrine lygti:
> line(T, [7-2%t,4-4*t,5+4*t] ,t):

o distance randa atstuma nuo tasko iki tieses:
> distance(A,T);

21/10

4. Zinoma sukimosi cilindro agis x = 8 + t,y =4 — 2 t, z
= 7 + 2 t ir cilindro taskas A(1, 2, 3). Parasykite
cilindro lygtj ir nubrézkite jj.

line(T, [8+t,4-2%t,7+2%t] ,t):
point(A,1,2,3):
> point(M,x,y,2):

Cia M - bet kuris cilindro taskas. Cilindro lygti galime paraSyti
sulygindami tasky A ir M atstumus iki jo aSies:

> distance(A,T)=distance(M,T);

10v5  /5y2— 128y +8y2+965—T702+522 —dzx — 116z + 822 +4dxy

3 3
> %*x3;

10vV5= /by — 128y +8yz+965 — 702+ 522 —dzx — 116z + 822 +4xy

Supaprastiname lygties iSraisky pakeldami abi jos puses kvadratu
ir naudodami funkcija sort:

> map(a->a~2,%);
500 =542 — 128y +8y 2+ 965 — 702 + 522 —4dzx — 116z + 822 +4xy
> L:=sort(rhs(%)-1hs(%), [x,y,z])=0;
L:=8x?+4xy—4xz+5y>+8yz+522— 1162 — 128y — 702 + 465 = 0
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Nubréziame brézinj naudodami funkcijas implicitplot3d, plots,
display3d:
> plots[implicitplot3d] (L,x=-25..25,y=-25..25,
z=-25..25):

> draw(T):
> plots([display3d] ([%%4,%],
> view=[-25..25,-25..25,-25..25] ,axes=boxed,
> orientation=[30,80]);
20
10
z 04
—10
—20
M 5 -20
-10 9 10 2020 x
UZdaviniai.

1. Trikampio vir§unes yra A(2,4), B (5,10), C (-1,-1).
Ibrézkite j trikampj ir apibrézkite apie trikampj apskritimus.
Raskite §iy apskritimy lygtis ir centry koordinates.
2. Duota elipsé , ,

z Y

9 + 1= 16.
Nubrézkite elipsés styga, taske A(2,-1) pasidalijan¢ia pusiau.
Parasykite jos lygti. Raskite trikampio, kurio virsunés yra stygos
galuose ir elipsés centre, plota.
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3. Raskite plokstumos, einancios per taskus A(1, 3, 2), B(4,
-5, 6) ir C(-3, 1, 2), lygtj. Raskite trikampio ABC plota,
perimetra ir aukstine, nuleisty i§ virSunes A.

2.6 Sestasis laboratorinis darbas
Dviejy ir trijy kintamyjy kvadratines
formos

n kintamyjy x1, x9....x,, kvadratine forma vadiname reiskinj:

Q(l‘l, Ly wuny l'n) = E aija:i:z:j,
kurio koeficientai tenkina salygas
Q5 = aji,i,j = 1, o, n.

Akivaizdu, kad kvadratiné forma vienareiksmigkai apibréziama
simetrine (a;; = aj;) matrica

A= (aij),z’,j =1..n.
Matricos simetriskumo salyga galime uzrasyti tokiu pavidalu:

a5 = (aij + aji)/Z.
Jei raide x pazymeésime vektoriy (z1,x2,...,2,), 0 &’ — jo
transponuotajj vektoriy, tai kvadratine forma galime uzragyti
taip:

Q(z) = 2’ Az,

arba

Q(x) = (z, Ax),
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¢ia (z, Ax) Zymi vektoriy x ir Az skaliarine sandaugg.

Yra zinoma, kad simetrinés matricos A tikrinés vertés yra realios.
Ortogonaligja matrica P vadiname tokig matrica, kurios
atvirkstiné matrica lygi jos pacios transponuotajai matricai:

P'P=E,

kur E  vienetiné matrica. Egzistuoja ortogonalioji matrica P,
kuri diagonalizuoja simetrine matrica A. Taigi jei DA
pazymeésime matricos A diagonalizuotaja matrica, tai

DA = P'AP,
o matricos
DA = (dij), i,j =1.n

elementai, kurie néra pagrindinés matricos jstrizainés elementai,
lygus nuliui:

dij = 0,i # .

Tiesiniu atvaizdavimu P transformuojant vektorine erdve
R" x € R": © = Py, &ay = (y1,Y2,...,Yn), kvadratiné forma
Q(z) jgyja kanoninj pavidala DQ(y):

DQ(y) = y'DAy = (y, DAy).
Akivaizdu, kad

DQy) =Y diiyi”.
i=1

Dalis Sios sumos démeny gali buti lygus nuliui. Kanoninio
pavidalo kvadratinés formos DQ(y) nenuliniy démeny skaicius
vadinamas kvadratinés formos Q(z) rangu. Teigiamy démeny
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skai¢ius vadinamas formos signatura. Forma Q(z) vadinama
teigiamai (neigiamai) apibrézta, jei visi matricos DA
elementai yra teigiami (neigiami). Kitais atvejais sakome, kad
Q(z) yra neapibrézto Zenklo kvadratiné forma.

Kadangi

(z,Az) = Q(z) = DQ(y) = (y, DAy), jei x = Py,

teigiamas kvadratinés formos Q(x) apibréztumas reigkia, kad
skaliariné sandauga

(x,Az) #0
jei x € R™ bet koks nenulinis vektorius.

Naudosime paketus linalg, plots, plottools:
> restart;
> with(linalg): with(plots): with(plottools):

1. Tarkim, turime dviejy kintamyjy kvadratine forma
> Q:=3%x[1]"2-2%x[2] ~2-12*x[1]*x[2] ;X:=[x[1],x[2]1];
N:=nops(X);

Q= 3112 — 2292 — 1221 29
X = [1’1, 1’2]
N :=2

Sudarome §itos kvadratinés formos matrica:
> A:= matrix(2,2,[[3,-6],[-6,-2]1]);

3 —6
A= [ B }
Randame jos tikrinius vektorius x ir tikrines reikSmes A

(tenkinancius lygti Ax — Ax)
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> Tikrinis_vektorius := [eigenvectors(A)];

3 -3
Tikrinis _vektorius = [[—6, 1, {[1, 5] H, (7, 1, {[7, 1} H
Normuojame tikrinius vektorius (pakei¢iame juos lygiagreciais
pradiniams vienetinio ilgio vektoriais) normalize komanda :

> v1 := normalize(Tikrinis_vektorius[1][3][1]);
> v2 := normalize(Tikrinis_vektorius[2][3][1]);

ol = [%Vﬁﬂ %mﬂ}

02 = {—%mﬂ, %mﬂ}

Naudodami augment komanda konstruojame matrica P, kuri
diagonalizuoja matrica A:

> P := augment(vl,v2);

1 3
—V13vV4 —— /134
13 26

3 1

% V134 3 V134

P’'AP - diagonalioji matrica:
> DA := simplify(evalm(transpose(P) &x A &* P));

- [1]

P =

07

Isitikiname, kad P - ortogonalioji matrica:

> evalm(transpose(P)&*P) :simplify (%) ;

o 7]

Randame diagonalizuotaja kvadratine forma:
> Y:=[y[1],y[2]]1;
Y = [y1, y2
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> DQ:=evalm(transpose (Y)&*DA&*Y) ;
DQ = —6y1* + Tya?
Akivaizdu, kad kvadratiné forma yra neapibrézto Zenklo, jos
rangas yra 2, o signatura lygi 1.
Isitikinkime, kad keitinys X = PAY kanonizuoja kvadratine

forma Q:
>  evalm(X=PA&*Y) ;

1 3 3 1
1, 2o = Tgmﬂyl—%\/ﬁﬂym %\/ﬁ\/zy1+l—3\/ﬁ\/‘_ly2

> K:=[seq(x[k]=rhs(%) [k],k=1..nops(X))];

1 3 3 1
K=z = Evl?)\/Zyl - %\/13\/11/2, Ty = %Vl?)ﬂyl + 1—3\/13\/‘_12/2]
> subs(X,Q) :expand (%) ;
—6y1” + Ty2”
Naudodami implicitplot komanda nubrézkime kreives Q(X) =1
ir DQ(X) =1 ir palyginkime jas:

> implicitplot(Q(X)=1,x=-2..2,y=-2..2,
scaling=constrained) ;

SR A
\
\
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> implicitplot(DQ(X)=1,x=-2..2,y=-2..2,
scaling=constrained) ;

-
I\)A

Taigi galime jsivaizduoti, kaip tiesiné transformacija X = PY
veikia erdve.

2. Tarkime, jog turime trijy kintamyjy kvadratine for-
ma:

> restart:with(linalg):

> Q:=x[1]"2+x[2] ~2+5*x[3] ~2-6*x[1]*x[2]-2*%x[1]*x[3]+2*x [2] *x[3] ;

Q= r12+ 292 + 5232 — 62120 — 271 T3+ 229 T3
Pazymime kintamuosius
> indets(Q) :X:=sort (convert (%,list)) ;N:=nops(%);

X = [wl, 9, 1‘3]
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N :=3

ir randame kvadratinés formos matricag A:
> A := hessian(Q/2,X);

1 -3 -1
A= -3 1 1
-1 1 5

Kadangi simetriné matrica A diagonalizuojama, jos diagonalu-
sis pavidalas sutampa su jos Zordano pavidalu. Todél galime
kvadratinés formos matricos A diagonaliojo pavidalo DA ir diago-
nalizuojanciosios matricos P ieSkoti naudodami jordan komanda:

> DA := jordan(A,R);

-2 00
DA = 030
0 0 6

Jei mums reikia tik kanoninio kvadratinées formos Q pavidalo, ji
galime gauti taip:
> Y:=[y||(1..nops(X))];evalm(transpose (Y)&*DA&*Y) ;
Y=y, y2, y3]
—2y1% + 3922+ 6932

Jei mums reikia kvadratinés formos kintamyjy keitinio, kuris kan-
onizuoja forma, randame diagonalizuojanc¢ia matrica R:

> print(R);

1 1 1 7
3 3 6
1 -1 -1
3 3 6
1 -1
0 3 3



Naudodami col komanda iSskiriame matricos R vektorius
stulpelius:

> v:=[col(R,1..N)];
11 1 -1 1] [1 -1 -1
v-—[[a §=0]’ {g’ 3 5} [6’ G ?]]

GramSchmidt ir normalize komandomis ortonormuojame
vektorius:

> GramSchmidt (v,normalized);

2 3vad. pva—3va v [t ve -2 v -1 e

ir sudarome ortogonaligja matrica P, jos stulpeliams naudodami
ortonormuotuosius vektorius:

> P:=transpose(matrix(N,N,%));orthog(P);

M1 1 1 ]
—4/2 =43 -6
zf 3\f 6\f
1 1 1
P:=] -y2 ——v/3 —=6
2 3 G\f
1 1
0 —v3 —=6
L 3 3f_
true

Apibréziame keitinio kintamuosius
> Y:=[yl|(1..nops(X))];
Y= [y1, y2, y3]

ir patj keitinj K = PY":
>  evalm(X=P&x*Y) ;
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1 1 1 1 1 1
1, 22, 2 = 5\/§y1+§\/§y2+6\/6y3,5\/§y1—§\/§y2—6\/5y3,

é\/gyﬂ - % V6y3
> K:=[seq(x[n]=rhs(%) [n],n=1..N)];

1 1 1 1 1 1
K::[mlzi\/iyz+§\/§y2+6\/€y3,x2=§\/§y1—gx/gy?—g\/gyf”a
1 1
azgzgx/gy,?—g\/gyé’]

Isitikiname, kad §is keitinys kanonizuoja kvadratine formg Q:
> simplify(subs(X,Q));
2912+ 3922 4+ 6y32

gitaip galime rasti teoriskai bet kokio kintamuyjy skai¢iaus
kvadratinés formos kanoninj pavidalg.

3. Raskime kvadratinés formos diagonalinj pavidala
LagranZzo metodu.

> restart:with(linalg) :with(student):

Tarkime, kad musy kvadratiné forma tokia:
> Q:=3%x1"2+3%x272+3%x372-2%x1*x2-2%x1*xx3+2%x2%x3;
Q:=3212+3222+323% 221 22 — 221 3 + 22223

completesquare komanda kvadratinéje formoje igskiriame pilng
kvadrata kintamojo x; atzvilgiu:
> completesquare(Q,x1);
1 1 8 4 8
3(zl — gac,? - 5955’)24- §x22+ gx,?xé’—l— §$32
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Likusioje kvadratinés formos dalyje isskiriame pilng kvadrata
kintamojo xo atzvilgiu:

> op(1,%)+completesquare(%-op(1,%) ,x2);

1 1 8 1 5
3(z1 — 22 — = 23)% 4+ = (22 + =~ 23)? + — 232
(z 3¢ 395)—1-3( +4x)+2x

Naujieji kvadratinés formos kintamieji - pilnyjy kvadraty
pagrindai:

> indets(},anything~2);

> {yl=op(1,%[11),y2=0p(1,%[2]),y3=0p(1,%[31)};

> K:=solve(%,{x|[(1..3)});

1 1 1
{(z2 + 1 28)%, (21 — 3 z2 — 3 13)?, 23%}

1 1 1
1 1 1
Ki:{ﬂ:y2+1y3+§y17$2=y1—Zyé’,xf)’:yé’}

Pakeite kintamuosius randame kanoninj kvadratinés formos
pavidala:
>  subs(K,Q):simplify(%);

5 8
3y22+§y32+§y12

Kvadratinés formos, kurios rangas mazesnis uz jos
kintamyjuy skaic¢iy, pavyzdys

> A3:=matrix(3,3,[1,2,3,2,0,2,3,2,5]);
1 2 3
A3 =12 0 2
3 2 5
> X:=([x,y,z]);
X =[x, vy, 2]
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> Q3(X) :=expand (evalm(transpose (X) &*A3&*X)) ;
Q3([z,y, 2]) i=a? +4zy+6x2+4yz+52°
> DQ3:=jordan(A3,P);

0 0 0
DQR3:=|0 3++21 0
0 0 3—-+21
> print(P);
[ 1 V2l 01 V21 1 ]
3 12 '3 2 3
1 V21 1 V21 1
3 14 6 14 6
-1 V21 1 V2l 1
|3 21 "6 21 T

Kvadratinés formos kanoninis pavidalas yra:
> X1:=([x1,y1,z1]1);
X1 :=[z1, y1, 21]
> multiply(transpose(X1),DQ3,X1);

y1% (3 +V21) + 212 (3 — V/21)
Matome, kad kvadratinés formos rangas lygus 2.
Uzdaviniai.

1. Duota kvadratiné forma 622 + 5y% + 722 — 4oy + 422
Raskite jos kanoninj pavidala, ranga, signaturg. Uzrasykite
diagonaline matrica ir ortogonaliaja diagonalizuojancia matrica.
Patikrinkite jos ortogonaluma. Nustatykite kvadratinés formos
apibréztuma. Isitikinkite diagonalizuojancios transformacijos
pasirinkimo teisingumu.

134



2. Ty patj padarykite su kvadratine forma
Q:= 4212+ 239% — 53>+ 221 29 — 321 T3+ S0 23

3. Sukonstruokite kvadratine forma, kurios rangas mazesnis uz
kintamujy skai¢iy. Nubrézkite kreives (pavirgius), kuriy tagkuose
kvadratinés formos skaitiné reik§me pastovi.

2.7 Septintasis laboratorinis darbas
Antrosios eilés kreivés ir pavirSiai
MAPLE

[sspreskime keleta uzdaviniy.

1. Raskime kreivés
12212 + 28 9% + 1221 9 — 48 21 — 124 25 + 133 = 0 kanoninj
pavidala.

> restart;

> with(geometry) :with(linalg):
> eq:= 12%x[1]°2+28*x[2] ~2+12*%x [1]*x[2] -48*x[1]-
124xx[2]+133= 0;

eq = 12212 + 28292 + 1221 29 — 4821 — 12429 + 133 =0

Kreive atpazjstame naudodami conic:
> conic(‘k‘,eq, [x[1],x[2]] ):
> form(k);
ellipse2d

Pasitelke draw breéziame elipse ir jos zidinius:
> foci([F1,F2],k):

> draw([k,F1,F2],scaling=constrained,axes=normal,printtext=true);
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randame elipsés centro koordinates:
> C:=coordinates(center(’o?,k));

C:=11, 2]

Pastumiame koordinaciy pradzios taska j elipsés centra:
> subs(x[1]=x[1]+C[1],x[2]=x[2]+C[2] ,Equation(k));
12(21 +1)2 428 (22 +2)2 + 12 (w1 + 1) (22 +2) — 4821 — 163 — 12429 = 0
> eql:=expand(%);
eql :=12x12 — 15+ 28292 + 1221290 =0
> Q:=lhs(eql)+15;
Q:=12x12 + 2829 + 122 2

Analogigkai, kaip SeStajame laboratoriniame darbe, randame
keitinj, suvedant] kvadratine forma @ i kanoninj pavidala:

> indets(Q) :X:=sort(convert(%,list));N:=nops(%);
X = [1’1, 1’2]
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N =2
> A := hessian(Q/2,X);

12 6
A::[ 6 28]
> DA := jordan(A,R);
10 0
[L4:::[ 0 30 }
> v:=[col(R,1..)];
9 — 1 3
=l o) [ 1]
> GramSchmidt (v,normalized);

1 1 1 3
—V9V10, —— V91 — /10, — /10
[[10 Vo T30 V9 (%’ [10 0 10 ]]
> P:=transpose(matrix(N,N,%));
1 1
— — 1
10\/53\/10 5 V10
1 3
——V9v10 — V10
30 VOVIO 10

Y:=[yl|(1..nops(X))];
Y= [yl, y2]

P =

\Y

>  evalm(X=P&*Y);

1 1 1 3
[p1, g = Ex/gx/ﬁyl +1—O\/my27 —%\/ﬁx/l—Olermx/ﬁy?

> K:=[seq(x[n]=rhs(%) [n],n=1..N)];

1 1 1 3
K = [$1=1—0\/§\/my1+E\/Ey2, xgz—%\/@\/Eyl +1—0\/Ey2]
> simplify(subs(XK,eql));

10y1%2+30y2%2 —15=0

Kanonine elipsés lygtis tokia:
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> (%+(15=15))/15;

2
§y12—|—2y22:1

2. Raskite kreivés 723 — 24129 + 9427 — 12075 + 439 = 0
kanoninj pavidala.
> with(geometry) :with(linalg):

> eq:=T*x[1]°2-24*x[1]*x[2]+94*x[1]-
120*x[2]+439 = 0;

eq = Tx1? — 24z 20 + 9421 — 12029 + 439 =0
> conic(‘k‘,eq, [x[1],x[21] ):
> form(k);
hyperbola2d
Breéziame $ig hiperbole:

> draw(k,scaling=constrained,axes=normal) ;

60
40

20 —

[ S

-80 -60 —40-=20 || 20 40 60

— 20

randame jos centro koordinates:
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> C:=coordinates(center(’o?,k));
C:=[-5,1]

ir lygiagrec¢iu koordinaciy asiy postumiu sutapatiname
koordinaciy pradzios taska su hiperbolés centru:

> subs(x[1]=x[1]+C[1],x[2]=x[2]+C[2] ,Equation(k));

7(r1—5)%+9421 — 151 —24 (27 —5) (ra +1) — 12022 =0

> eql:=expand(%);

eql :==Tx1?+144 — 242129 =0

> Q:=lhs(eq)-144:
leskome kintamuju keitinio, suvedancio kvadratine forma @ |}
kanoninj pavidala:

> indets(Q) :X:=sort (convert (%,list)) :N:=nops(%):

> A := hessian(Q/2,X):

> DA := jordan(A,R):

> v:=[col(R,1..N)]:

> GramSchmidt (v,normalized):

> P:=transpose(matrix(N,N,%)):

> Y:=[yl|(l..nops(X))]:

>  evalm(X=P&*Y):

> K:=[seq(x[nl=rhs(%) [n],n=1..N)];

1
K::[xlz%

Keic¢iame kintamuosius hiperbolés lygtyje eql:

1 4 3
VOVl + 52 VI6 V2542, o = —= VIV25 y1 — 755 V1625 2]

> simplify(subs(K,eql));
—9y12+16y2% +144 =0

Kanoniné hiperbolés lygtis:
> (h-(144=144))/(-144);

1 1
_12__ 22:1
167" " 9?
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3. Istirkite kreive 222 + 32y — 32 — 5y° —4y + 1 = 0.
> eq:=2%x"2+3%x*y-3%x-5%y~2-4xy+1 = 0;
eq:=22’+3zy—3x—5y>2—4y+1=0
> conic(‘k‘,eq, [x,y] ):

geometry/conic/classify: "degenerate case: two intersecting lines"

Error, (in geometry/hyperbola_degenerate) expecting a name

Turime dvi susikertancias tieses:

> draw(k,scaling=constrained,axes=normal) ;

Tiesiy lygtis galésime paraSyti iSskaide dauginamaisiais kairiaja
lygties puse:
> map(factor,eq);
2z +by-1)(z—-y—1)=0
Tiesiy lygtys yra:
z—y—1=0
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ir
2z+5y—1=0.

4. Istirkite antrosios eilés kreive
18022 + 1801 w2 + 4573 — 61zy — 2975 + 5 = 0.
eq:= 180%x[1]"2+180%x [1] *x[2]+45*x[2] ~2-

>
61*x[1]-29%x[2]+5 = 0;

eq == 18012 + 18021 w2 + 45292 — 6121 — 2929 +5=10
> p:=’p’:conic(‘p‘,eq, [x[1],x[2]] ):

> form(p);
parabola2d

Si karta turime parabole:
> draw(p,scaling=constrained,axes=normal) ;

0.114
0.112 1 —
1 T~
0.11 \
1 /’
0.108 f
] “,“
0.106 |
] |
01047 T T T T T T
0.108 0.11 0.112 0.114 0.116 0.118

Randame parabolés virsunés koordinates
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> C:=coordinates(vertex(’v’,p));
1511 377

Ci=[——, ——

[13500’ 3375]

Pastumiame koordinaciy sistemos pradzios taska j parabolés
vir§une:
> subs(x[1]=x[1]+C[1],x[2]=x[2]+C[2] ,Equation(p));

22801 1511

1 22 99 my — 1 O 2
612 + 1500 + 2929 80 (1 + 13500)
1511 377 377
1 ot Sy STT o
80 (@1 + o) (T2 4 55m0) =45 (w2 + 5520)" = 0

> eql:=expand(%);

eql = gxl — gazg — 180212 — 180z 29 — 45292 =0

Ieskome kanonizuojanciojo kintamijy keitinio:

> Q:=lhs(eql):
indets(Q) :X:=sort (convert (%,list)) :N:=nops (%) :
A := hessian(Q/2,X):
DA := jordan(A,R):
v:=[col(R,1..N)]:
GramSchmidt (v,normalized) :
P:=transpose(matrix(N,N,%)):
Y:=[yll(1..nops(X))]:
evalm(X=P&xY) :
K:=[seq(x[n]l=rhs(%) [n],n=1..N)];

1 1 2 1
K=z = g\/gyl +g\/z\/5y27 T = —g\/gyl +1—0\/‘I\/5y2]
Istatome gautaji keitinj K i lygti eql:

vV V. V V V V V V V

> simplify(subs(K,eql));
3
gﬁyz — 225922 =0
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ir gauname kanonine parabolés lygtj
>  %/225;

1
— Byl —y22=0
375xfy y

Antrosios eilés pavirSiai

Naudodami plots ir plottols paketus ir funkcija implicitplot3d
nubrézkime kai kuriuos antros eilés sukimosi pavirsius.

> with(plots):

> with(plottools):

1. Sukimosi elipsoidas i—; + g—z + §—2 = 1.

> implicitplot3d(x~2/4"~2+y~2/3"2+2°2/3"2=1,x=-4. .4,
y=-3..3,z=-3..3,scaling=constrained, style=patch,
axes=boxed) ;
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. . . 2 g2
. Sukimosi paraboloidas z = %5 + %3.

> implicitplot3d(z=x"2/4+y~2/4,x=-4..4,y=-4. .4,
z=0..3, scaling=unconstrained, style=patch,
axes=boxed) ;
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N

3. Sukimosi hiperboloidas fg—; + g—z — 5 =-1.

> implicitplot3d(x~2/5~2+y~2/5~2-z"2/2"2=-1,
x=-10..10,y=-10..10,z=-7..7,scaling=unconstrained,
style=patch,axes=boxed,orientation=[10,60]);
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4. Kugis 222 = 22 + 2.

> implicitplot3d(2*z~2=x"2+y~2,x=-10..10,y=-10..10,
=-7..7,scaling=unconstrained, style=patch,
axes=boxed, orientation=[20,45]);

5. Elipsoidas.
Nubrézkime elipsoida, kurio a8ys lygiagreéios koordinaciy asims

Ox, Oy ir Oz ir kurio a8iy ilgiai lygus atitinkamai 8, 6 ir 4.
Elipsoido lygtis yra

Tada:
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> implicitplot3d(x~2/16+y~2/9+z~2/4=1,x=-4. .4,
y=-3..3,z=-2..2,scaling=unconstrained, style=patch,
axes=boxed, orientation=[20,45]);
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UzZdaviniai

1. Raskite kanonines kreiviy

2522 — 20y + 502 +40y% — 20y — 11 =0 ir

412% +34xy — 2842 +29y% — 308y + 804 = 0 lygtis.

2. Nubrézkite dvisakj sukimosi paraboloidg ir cilindra.

3. Nubreézkite elipsoida, kurio centras taske (1,2,3), asys
lygiagrecios koordinaciy aSims, o jy ilgiai atitinkamai lygus 2, 3, 4.
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