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2.3. Galiorkino metodas

Siame poskyryje pradésime nagrinéti dar vieng krastinio uzdavinio

_%(k(;ﬂ)%) +q@u=flz), 0<z<l,

—k(0)u'(0) + Bu(0) = po,  u(l) =

sprendimo metoda. Tarsime, kad uzdavinio koeficientai tenkina eliptiskumo
salygas:

(2.30)

Tolesnéje analizéje bus patogu (2.30) lygti uzrasyti operatoriniu pavidalu

Lu = —%(k(w)j—z) +q(z)u—f=0
arba
Llu = f

2.3.1. Galiorkino metodo formulavimas

Imkime bandomuyjy funkcijuy (angl. trial functions) aibe:

{oj(x),j=1,...,N}.

Diferencialinio krastinio uzdavinio sprendinj aproksimuokime suma

N
y@) = 3 cpile), (2.31)
i=1

kurioje ¢; yra kol kas nezinomi koeficientai. Nustate koeficientus ¢;, apytikslj
sprendinj rasime visame intervale [0, [], o ne tik atskiruose taskuose, kaip kad
sprendziant baigtiniy skirtumy metodu.

Ivairiai parinkdami bandomasias funkcijas {gpl(az)} ir formuluodami ko-
eficienty radimo uzdavinj, gausime skirtingus Galiorkino metodo variantus.
Bandomosios funkcijos ¢; (z) sudaro pilnaja tiesiskai nepriklausomy funkcijy
sistema.

Tokiy funkcijy pavyzdziai yra laipsninés funkcijos {xi, 1=0,1,... ,N}
ir trigonometrinés funkcijos { sin(iwz), i = 1,..., N }. Bandomyjy funkcijy
sistemos pilnumas garantuoja apytikslio sprendinio y(z) konvergavima, t.y.
galimybe (2.30) uzdavinio sprendinj aproksimuoti baigtine suma norimu tiks-
lumu.
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Sudarome dar viena testuojamy funkciju (angl. test functions) aibe:
{vj ,j=1,....N } .

Galiorkino metodo sprendinio y(z) koeficientai randami i$ tiesinés lygéiu
sistemos, gaunamos pareikalavus, kad netiktis Ly buty ortogonali visoms
testuojamoms funkcijoms v;(x):

l

/Lyvj(x)dm:O, j=1,2,...,N. (2.32)
0
Klasikiniame Galiorkino metode testuojamos funkcijos sutampa su bando-
mosiomis funkcijomis.
Funkcinéje analizéje jrodoma, kad, jei funkcija w(z) yra ortogonali vi-
soms pilnosios funkcijuy sistemos funkcijoms, tai w(x) = 0. Todél is (2.32)
tiesiniy lygciy sistemos gauname:

Ly —0, kai N — 0.

Toks sprendinio konvergavimas yra vadinamas silpnuoju, nes tik skaitinio
sprendinio vaizdas Ly konverguoja i diferencialinio uzdavinio sprendinio
vaizda.

Perrasykime (2.32) tiesiniy lygéiy sistema isreikstiniu pavidalu. Ope-
ratoriy Ly pakeiskime operatoriumi Ly — f ir jrasSykime j tiesiniy lygciy
sistema (2.31) suma:

N
Z Ll‘Pn@j (f7 ij)a ]: 1727"' 7N7 (233)
i=1

¢ia, kaip visada, (u,v) pazyméjome dviejy funkciju w ir v skaliarine san-

dauga: l
= /u(m)v(x) dx
0

Gautosios tiesiniy lygciuy sistemos
AC =F

matricos A = (a;;) ir laisvyjy nariy vektoriaus F' koeficientai apskaic¢iuojami
pagal sias formules:

aij = (Ligj.0i),  fi=(f,¢1), 1<ij<N,
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o C yra nezinomy koeficienty ¢; vektorius.
Tiesiniy lygciy sistema turi vienintelj sprendinj, jei diferencialinis oper-
atorius L yra teigiamai apibréztas, t. y.

(Liy,y) =7 (v,9), v>0.

Norédami tai jrodyti, (2.32) tiesiniy lygciy sistema uzrasykime taip:

(Liy, 0j) = (f,9j), 1=1,2,...,N,

kiekvieng jos lygti padauginkime iS atitinkamo neZinomojo c; ir visas lygtis
sudékime. Gausime lygybe:

(Liy,y) = (f,9) -

Naudodami Kosi ir Buniakovskio nelygybe jvertiname Sios lygybés desiniaja
puse:
(foy) <IFI Iyl

IS operatoriaus L teigiamojo apibréztumo gauname stabilumo jvertj:

Nyll* < (Lay,y) <INyl

arba 1
lyl < =171l
Y

Taigi egzistuoja vienintelis (2.32) tiesiniy lyg¢iy sistemos sprendinys. Taciau
tokio stabilumo jvercio neuztenka, kai norime jrodyti Galiorkino metodo
sprendinio konvergavima.

2.3.2. Spektrinis metodas

Parodysime, kad Galiorkino metodu specialiai parinkdami bandomasias
funkcijas galime gauti spektrinio (arba Furje) metodo algoritma. Spreskime
krastinj diferencialinj uzdavinj:

_du
dx?
w(0) =0, u(l)=0.

+u(z)=f(z), 0<zx<l1,

Pasirinkime bandomujy funkcijy sistema:

@j(x) =sin(mjz), j=1,2,...,N.
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Bandomosios funkcijos ¢; tenkina abi uzdavinio krastines salygas. Galior-
kino metodo artinys yra

N
x) = Z ¢jsin(mjz) .
j=1

Apskaiciuokime operatoriy Liy:
N
Ly =Y ¢ (7% + 1) sin(mja).
j=1
Sudarydami (2.32) tiesiniy lygé¢iu sistema pasinaudosime funkeiju {sin(mjx)}
ortogonalumo savybe (patikrinkite patys):

1 .
¢ia 03 yra Kronekerio simbolis:
0, J#Fk,
djk = 4
1, =k

Tada tiesiniy lygéiy sistemos matrica A yra jstrizainé ir sprendinj C' apskai-
¢iuojame isreikstine forma:

1
~:7T]+1/f sin(mjx) dz .
0

2.3.3. Baigtiniy elementy metodas

Susipazinsime su dar vienu bandomuyjy funkcijy konstravimo budu, kuris
dabar dazniausiai ir taikomas Galiorkino metodu sprendziant krastinj dife-
rencialinj uzdavinj:

du

_%@(;ﬂ)@) +q(zyu=fz), 0<a<l,

—k(0)a(0) + Bu(0) = o, ull) = pu.

Kaip ir taikant baigtiniy skirtumuy metoda intervale [0, [] apibrézkime diskre-
tyji tinkla:

(2.34)

wp={x0=0, z =xi—1+hi—os, i=12,...,N, ay=1},
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o)

%o X% X3 YN % Xia

2.3 pav. Dalimis tiesiniy bandomuyjy funkcijy ¢; grafikai

kuris gali buti ir netolygusis. Intervalas [z;_1,z;] yra vadinamas elementu.
Diskreciojo tinklo @y, taskai ir elementai sudaro baigtiniy elementy tinkla.
Reikalaukime, kad bandomosios funkcijos ¢;(x) tenkinty salyga:

(2;) = 6 1, kaii=yj,

() = 8:i —

Pl “ 0, kaiij.

Tokia funkcijy aibé yra vadinama interpoliacine. Interpoliacinés bandomuyjy
funkcijy sistemos atveju bet kuris Galiorkino metodo artinio koeficientas ¢;
yra lygus funkcijos y(x) reikSmei taske z = x;, todél §} artinj zymesime taip:

N
y(@) =Y vipilx).
=0

Taciau interpoliavimo salyga dar vienareiksmiskai neapibrézia bandomuyjy
funkcijy aibés. Siame poskyryje papildomai reikalausime, kad funkcijos
@;i(x) buty tiesinés kiekviename intervale [z, xj41]. Tada gauname dal-
imis tiesiniy bandomuyjy funkecijy sistema;

0, kai r < z;_1,
T —Ti—1 .
——, kaiw; g <z <wy,
B hi—o5
pile) = Tiy1 —
o kai z; <o < 2441,
40,5
0, kai x> x;q1.

Matome, kad funkcija @;(x) nelygi nuliui tik intervale (x;_1,z;4+1), jos gra-
fikas pavaizduotas 2.3 pav.
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Artinio y(x) reikSmé bet kuriame elemento [x;_1,x;] taske apskai¢iuo-
jama pagal tokia paprasta formule:

Y(r) = yi—1 pi-1(z) + yi pi() -

Matome, kad funkcija y(z) yra lokaliai apibrézta kiekviename atskirame
elemente. 2.4 pav. pavaizduotas Galiorkino metodo artinio grafikas, kai
naudojame dalimis tiesines bandomasias funkcijas.

v, Ya

Y2

Yo Y3

X0 Xl X2 X3 X4

2.4 pav. Dalimis tiesinis Galiorkino metodo artinys

Silpnoji (2.34) krastinio diferencialinio uzdavinio formuluoté. Su-
darysime tiesiniy lygciy sistema, i§ kurios rasime Galiorkino skleidinio koe-
ficientus. Pirmiausia, pasinaudoje¢ bandomuyjy funkcijy interpoliavimo savy-
be, i§ krastines salygos u(l) = u1 gauname lygybe:

YN = U1 - (235)

Likusius skleidinio koeficientus y; rasime issprende Galiorkino metodo tiesi-
niy lygciy sistema:

(Ly,¢j) =0, j=0,1,...,N—1.
Cia susiduriame su nauja problema: artinys y(z) yra dalimis tiesiné funkcija,

todél negalime apskaiciuoti jo antrosios iSvestinés, o kartu ir operatoriaus
Ly reiksmés. Todél pateiksime nauja diferencialinio uzdavinio formuluote.

Imkime funkcija v(x), kurios pirmosios isvestinés Lo[0, ] norma yra baig-
tiné ir kuri tenkina homogening krastine salyga:

v(l) =0. (2.36)
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(2.34) diferencialine lygti skaliariSkai padauginkime i$ v(z). Gausime ly-

gybe:
(Lu, v) =0.

Skaiciuodami skaliaring sandauga, integruokime dalimis:

I l
— / k(z)u' (z)v' (z) dz .

0

0

Pasinaudoje (2.34) krastine salyga ir (2.36) lygybe, gauname tokia lygti:

0

l

l l
/k(x)u'v' dx + /q(x)uv dx + (Bu(0) — po)v(0) = /f(x)v(w) dr. (2.37)
0 0

0

Taip pat formuluojame krastine salyga:
u(l) = py . (2.38)

Uzdavinys (2.37) — (2.38) vadinamas silpnuoju krastiniu diferencialiniu
uzdaviniu. Funkcija u(z) yra silpnasis krastinio diferencialinio uzdavinio
sprendinys, jei:

1) visoms funkcijoms v(z), kurioms teisinga (2.36) salyga, u(z) tenkina
lygti (2.37);

2) u(z) tenkina (2.38) krastine salyga.

Taigi kiekvienas (2.34) krastinio diferencialinio uzdavinio sprendinys yra
ir silpnojo krastinio uzdavinio sprendinys. Atvirkséias teiginys ne visada yra
teisingas, nes silpnajam sprendiniui keliami daug mazesni glodumo reikala-
vimai — uztenka, kad jo pirmosios iSvestinés L[0, (] norma buty aprézta.

Galiorkino metodo lygties koeficienty skaic¢iavimas. Vél nagrinéki-
me dalimis tiesiniy bandomujy funkcijy ¢; sistemg. Uzrasykime Galiorkino
metodo tiesiniy lygéiy sistema silpnajam diferencialiniam uzdaviniui:

l
[ @gt@rds+ [ a@ptarene)ds + (350 - )ei(0)
0

f(x)pi(x)de, i=0,1,...,N —1. (2.39)

O\N O\N
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Panagrinékime sios lygéiy sistemos i-taja lygti, kai 0 < i < N. Atsizvelge |
funkcijos ;(x) apibrézima, gauname lygtj:

a;Yi—1 + ¢iyi + biyiv1 = gi

¢ia pazymeéjome

a; = / k(x)pi_q ) dz + / q(z)pi—1pidz,
Ti1 Tio1
Tyl Tit1

b = / k()¢5 dz + / q(z)pir1pidz,
Tit1 Tit1

ci = / k:(w)(cpé(w))zdx—i- / q(z)¢; (z) dz,
Ti—s Ti—1
i1

5= [ i) ds.
Ti—1

Kai nagrinéjame pirmaja lygybe, t. y. i = 0, tai is (2.39) iSplaukia tokia
tiesiné lygtis:
coYo + boy1 = go ,

¢ia pazyméjome:

by = / k() ol dee + / a(@)ergo dz,
0 0
o=+ / k(2) (gh(x))? da + / o(2) @R (x) dr,
0 0
gi = o+ /f(x)wo(x) dx .
0

Pastebésime, kad tiesiniy lygciy sistemos matrica yra simetriné, t. y.
aj+1 = b;. Pridéje ir (2.35) krastine salyga, gauname tiesiniy lygciy sistema:
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coyo + boy1 = 9o,
bi—1Yi-1 + cyi + biyiy1 = gi, 1=1,2,... . N =2, (2.40)
bN—2YN-2 + CN-1YN-1 = gN—-1 — bN-1/41 -

Jos koeficientus dazniausiai skai¢iuojame naudodami reikiamo tikslumo

skaitinio integravimo formules. Dalimis tiesiniy bandomuyjy funkcijy sis-
temai galime taikyti viduriniy reik$Smiy skaitinio integravimo metoda:

i i T — T 1
/ f(@)pi(x)dr =~ fi o5 / h‘io; dr = §h¢70,5fi70,5,
Ti_1 Ti—1 ’
Tit1 Tit1 1
s — X
/ f(@)pi(z)dz =~ firos / ﬁ dr = §hi+0,5fi+0,5,
: i xr; —x) (T — T80~ 1
/Q(x) i—1(x) pi(v) dx ~ %—0,5/ ( h)Q( ) dx = Ehi—O,SQi—O,En
i1 i1 =05
i i T —x1)2 1
/ q(z) ¢} (z) dz ~ gi—o5 / (h271) dr = ghi70,5Qi70,5,
Ti_1 Ti_1 =05
7 7 k(m) kjlfOE)
k(z) @)1 (x) oli(z) do = / dr ~ — =
JECEROEE e
Ti—1 Ti—1
i k(.%') k —0,5
k H(2))? dz = / dr ~ -0
| ko (i) e = [ e g
Ti—1 Ti—1

Todél galime naudoti tokias (2.40) tiesiniy lygciy sistemos koeficienty for-
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mules:
by = — h:0’75 + 6 hivos qito5,
- M5, 2y
co Fos + 5 10505 + 8,
o kicos  kivos |1
" hicos  hiros 3

1
90 =Ho + 3 hoys fos

DO | —

gi =

gN—-1 =

DO | =

PDL KRASTINIS UZDAVINYS

+ = (hi—0,5 Gi—0,5 + hit05 ¢it0,5)

(hi—05 fi—05 + hito5 fito5) »

(hn—15 fN-15+ hn—05 fN—05) — bn—1/i1 -

Matome, kad tiesiniy lygciy sistemos matrica yra diagonaliai vyraujanti,
todél egzistuoja vienintelis jos sprendinys. Sj sprendinj taupiai apskai¢iuo-
jame perkelties metodu. Pastebésime, kad savo struktura gautoji tiesiniy

lyg¢iy sistema yra panasi j baigtiniy skirtumy schema.

Imkime tolyguji

diskretyjj tinkla wp, kai h;—o5 = h. Baigtiniy elementy schemg (2.40) kom-

paktiskai uzrasome taip:

6
6

6

\ YN = M1 -

1
—(ki—o,59z) , + =qi-05Yi-1 +

1

(%’70,5 + Qi+0,5) Yi
3

1 1
5 i+05Yir1 = 5 (fi—o5 + fir05) 5

h h
—ko 5920 + BYo + =q0,5(2y0 + y1) = po + §f0,5 ,



