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Aptarsime matematinio modeliavimo galimybes pagelb
eti
sprendºiant fundamentin
es matematikos uºdavinius.

�ia galime prisiminti kai kuriu� garsiu� klasikiniu� uºdaviniu� sprendinio
egzistavimo i�rodymus naudojant skai£iavimo eksperimentus ir HPC.

Bet mus domins klausimas, ar matematiko-teoretiko darbo principus
galima praturtinti matematinio ir bendrojo modeliavimo

metodika.
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I² karto aptarkime skirtumus tarp tradicinio modeliavimo ir
fundamentiniu� matematiniu� tyrimu� metodiku�.

Kai modeliuojame sud
etingus �zinius (Gamtos) procesus, siekiame
juos aproksimuoti matematiniais modeliais (tai
mokslinio/technologinio darbo Esperanto kalba), taip kad gal
etume
prognozuoti naujus, dar neºinomus efektus.

Galutiniu teis
eju yra eksperimentas.

Klausimas, ar m	usu� matematinis modelis yra tikslus (arba siekis
i²matuoti modelio skirtum¡ nuo Gamtos) n
era prasmingas. Tiesiog,
taip negalime klausti Gamtos ir tik
etis sulaukti atsakymo.

�ia labai svarbu pabr
eºti, kad mus dominantys procesai Gamtoje
egzistuoja nepriklausomai nuo m	usu� modeliu�.
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Fundamentaliosios matematikos (kaip ir �zikos, mechanikos,
chemijos) uºdaviniai yra apibr
eºiami � de�ned.

Tai n
era Gamtos procesai, d
esniai, nors visada stengiam
es pamatyti
analogijas, kai tik tai galima.

Tod
el tokio teorinio tyrimo tikslas yra gauti/i�rodyti galutini�
atsakym¡ (²maik²taujant, galime teigti, kad jis liks teisingas ir
M
enulyje).
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Ir visgi, ar taip jau nesuderinami matematiko � teoretiko ir
modeliavimo specialistu� darbo principai ir metodai?

Tvirtin£iau, kad tikslingai sugalvoti ir atlikti didel
es apimties
skai£iavimo eksperimentai (HPC) yra labai svarbi tokiu�
fundamentaliu�ju� tyrimu� dalis.

Papras£iausias ²io teiginio pagrindimo argumentas � tokia
modeliavimo metodika leidºia pamatyti, susieti atskirus faktus i�
tik
etinas hipotezes, kurios ne tik esmingai skatina naujus tyrimus,
bet v
eliau netgi virsta labai garsiomis teoremomis.

Prisiminkime Rymano hipotez¦, kuri teigia, kad visi netrivialieji
Rymano dzeta funkcijos nuliai yra kompleksiniai skai£iai, kuriu�
realioji dalis lygi 1/2.
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Nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
e N = {1, 2, 3, . . .}.

Apibr
eºimas. Pirminiai skai£iai yra nat	uralieji skai£iai n, kurie turi
du daliklius 1 ir n.

Pirmininiu� skai£iu� aib
e P = {2, 3, 5, 7, 11, . . .}.

Taigi jau turime objekt¡, kurio savybes norime modeliuoti, suprasti,
paºinti ir kai pavyksta, grieºtai i�rodyti ju� teisingum¡.

Taigi tokiu� modeliu� atveju� galime uºduoti klausim¡, ar modelis yra
tikslus.
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1. Kiek yra pirminiu� skai£iu�, ar ²i aib
e yra baigtin
e?

Dar Euklido darbuose randame i�rodym¡, kad egzistuoja be galo
daug pirminiu� skai£iu�. I�rodyme naudojamas prie²taravimo metodas,
kuri� kai kurie matematikai laiko J	usu� argumentu� ribotumu � kai
nerandame kito, i�domesnio i�rodymo, tinka ir ²is.

O man ²is metodas labai patinka...
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Visgi neturime kompakti²kos ir konstruktyvios formul
es,
apibr
eºian£ios pirminiu� skai£iu� sek¡.

Paºym
ekime π(n) kieki� pirminiu� skai£iu�, nedidesniu� uº n.

Ai²ku, kad toki¡ sek¡ galime apskai£iuoti kiekvienam �ksuotam n.

Taip pat egzistuoja efektyv	us algoritmai, kaip apskai£iuoti π(n) net
nesuradus i²reik²tine forma visos sekos.
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Pirminiu� skai£iu� teorema apie pirminiu� skai£iu� pasiskirstym¡.

Ji tvirtina, kad π(n) asimptoti²kai galime i�vertinti tokia formule

π(n) ∼ n

ln n
.

Rymano dzeta funkcija panaudota i�rodant ²i� teigini�.

Taigi tikimyb
e, kad pakankamai dideliems nat	uraliesiams n
atsitiktinai parinktas skai£ius yra pirminis yra labai artima 1/ ln n.
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Seminare aptarsime garsu�ji� pirminiu� dvyniu� uºdavini� (kuris
nei²spr¦stas iki ²iol. Gal po seminaro kam nors kils puikiu� id
eju�,
kaip konstruoti i�rodym¡?)

Pirminiu� skai£iu� pora (l ,m), l ,m ∈ P apibr
eºia dvyniu� por¡, jei
|l −m| = 2.

(3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), . . .

Raimondas �iegis Matematinis Modeliavimas ir Fundamentaliosios matematikos uºdaviniai



Seminare aptarsime garsu�ji� pirminiu� dvyniu� uºdavini� (kuris
nei²spr¦stas iki ²iol. Gal po seminaro kam nors kils puikiu� id
eju�,
kaip konstruoti i�rodym¡?)

Pirminiu� skai£iu� pora (l ,m), l ,m ∈ P apibr
eºia dvyniu� por¡, jei
|l −m| = 2.

(3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), . . .

Raimondas �iegis Matematinis Modeliavimas ir Fundamentaliosios matematikos uºdaviniai



Kiek yra pirminiu� dvyniu� poru�, ar ²i aib
e yra baigtin
e?

Kaip mat
eme, did
ejant n pirminiu� skai£iu� tankis vis maº
eja,
vidutinis atstumas tarp gretimu� pirminiu� skai£iu� did
eja.

Ar modeliavimas ir HPC gali pad
eti i²spr¦sti ²i¡ klasikin¦ problem¡
(t.y. pilnai i�rodyti, o ne tik gauti artini� ar sprendinius baigtiniam
skai£iui n)?
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Nor
edami "pajausti" dvyniu� poru� pasiskirstym¡ ir ju� dinamik¡
did
ejant n, atlikime skai£iavimo eksperimentus (mes gi
modeliuojame ...)

n π̃ c
3000 79 1.688
30000 465 1.647
300000 2992 1.586
3000000 20930 1.552
30000000 152889 1.511

Koki� d
esni� galite sudaryti, nor
edami prognozuoti pirminiu� dvyniu�
poru� skai£iu�?
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π̃(n) ∼ c
n

(ln n)2
, c ≈ 1.5.

Visgi, kaip mat
eme, did
ejant n pirminiu� skai£iu� tankis vis maº
eja,
vidutinis atstumas tarp gretimu� pirminiu� skai£iu� did
eja. Iki 2013
metu� netur
ejome jokiu� grieºtu� rezultatu� net apie ²io skai£iaus
baigtinum¡.

Pateiktoje statistin
eje hipotez
eje konstanta c maº
eja ir gal netgi
art
eja i� nuli�.
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Pabandykime sukurti tik
etin¡ modeli�, kuris prognozuotu� ²i� rezultat¡.

Nagrin
ekime langus, kuriu� ilgis lygus 6 (taip, nes 6 = 2 ∗ 3) :

6k + j , j = 1, 2, 3, 4, 5.

Nesunku matyti, kad pirminiai skai£iai b	utinai lyg	us 6k − 1 arba
6k + 1.

Tam, kad egzistuotu� dvyniu� poros, b	utina (bet tai n
era pakankama
s¡lyga), kad abieju� grupiu� atstovu� skai£ius b	utu� pakankamas.
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Atlikime skai£iavimo eksperiment¡ ir suskai£iuokime pirminius
skai£ius, patenkan£ius i� vien¡ ar kit¡ grup¦.

n 6k − 1 6k + 1
300000 13025 12970
3000000 108475 108339
30000000 929118 928740

Modelis (teorin
e hipotez
e)

6k − 1 grup
eje pirminiu� yra n
2/ ln n.

Tikimyb
e, kad gretimas nelyginis skai£ius 6k + 1 irgi yra pirminis

n

2 ln n
:
n

6
=

3
ln n

.

Prognozuojame dvyniu� pirminiu� skai£iu�

n

2 ln n
× 3

ln n
=

3
2

n

(ln n)2
.
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Prognozuojame dvyniu� pirminiu� skai£iu�

n

2 ln n
× 3

ln n
=

3
2

n

(ln n)2
.
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Pakartokime ²iuos tyrimus pasirinkdami langus, kuriu� ilgis lygus 30
(nes 30 = 2 ∗ 3 ∗ 5) :

30k + j , j = 1, . . . , 29.

Nesunku matyti, kad pirminiai skai£iai b	utinai priklauso vienai i²
a²tuoniu� grupiu�

30k+1, 30k+7, 30k+11, 30k+13, 30k+17, 30k+19, 30k+23, 30k+29.

Dvyniai pirminiai yra apibr
eºiami viena i² triju� poru�

(1, 29), (11, 13), (17, 19).
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n (1, 29), NT (11, 13), NT (17, 19), NT
300000 3230, 3260, 988 3248, 3261, 993 3267, 3227, 1011

3000000 27041, 27110, 6951 27134, 27111, 6993 27112, 27050, 6986

9000000 75251, 75280, 17819 75353, 75305, 18053 75360, 75287, 17993

Grup
ese 30k + 1, 30k + 11 ir 30k + 17 pirminiu� yra po n
8/ ln n.

Tikimyb
e, kad ²iu� pirminiu� gretimas nelyginis skai£ius irgi yra
pirminis

n

8 ln n
:
n

30
=

15
4 ln n

.

Prognozuojame dvyniu� pirminiu� skai£iu�

3× n

8 ln n
× 15

4 ln n
=

45
32

n

(ln n)2
.
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Ellott-Halberstam hipotez
e � conjecture

Tegul a yra nat	uralaus skai£iaus q tarpusavyje pirminis skai£ius.

Paºym
ekime π(x ; q, a) kieki� pirminiu� skai£iu�, kurie yra nedidesni uº
x ir moduliu q jie lyg	us a.

Tada teisingas asimptotinis i�vertis

π(x ; q, a) ∼ π(x)

ϕ(q)
,

£ia ϕ(q) yra garsioji Eulerio funkcija, ji parodo, kiek aib
eje
{1, 2, . . . , q} yra skai£iu� a, tarpusavyje pirminiu� su q:

gcd(a, q) = 1.

Pvz. ϕ(30) = ϕ(2) ∗ ϕ(3) ∗ ϕ(5) = 1 ∗ 2 ∗ 4 = 8.
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Keletas i�domiu� faktu� apie pirminiu� dvyniu� uºdavini�.

Labai netik
etas ir fundamentalus rezultatas buvo paskelbtas 2013
metais: Yitang Zhang i�rod
e, kad egzistuoja baigtinio ilgio langas (
N < 7 · 107) toks, kad galime rasti be galo daug pirminiu� skai£iu�
poru� tarp kuriu� atstumas yra maºesnis arba lygus N.

Keli garsiausi skai£iu� teorijos specialistai sudar
e mokslin¦ grup¦ ir
panaudodami modi�kuot¡ Zhang id
ej¡ sumaºino langi dydi� iki 246.

Tada kita grup
e matematiku�, panaudodami Ellot-Halberstam
hipotez¦ sumaºino lang¡ iki 12 (jeigu ²i hipotez
e yra teisinga),
modi�kavus/sustiprinus hipotez¦ pavyko lango dydi� sumaºinti iki 6.
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