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Jvadas j trupmeninés eilés diferencialinj skai¢iavima

Trupmeninés eilés isvestiné: pagrindiné idéja
Trupmeninés eilés isvestiné yra klasikinés iSvestinés apibendrinimas, kuomet diferencijavimo eilé
gali buti nebutinai sveikasis skaiius.

Tegul Dg") = ddX"n zymi klasikinj sveikosios eilés n € Ny diferencijavimo operatoriy.

Tuomet, trupmeninés eilés iSvestiné yra operatorius D, tenkinantis Sias savybes:

e DI f(x) = D&”)f(x) = d”dt;(:), t.y. trupmeninés ir klasikinés iSvestinés sutampa, jeigu

diferencijavimo eilé yra sveikasis skaicius.

° 6£a)f(x) gali buti apskaiciuota, t.y. Sis reiskinys turi matematine prasme, kai o € Ry néra
sveikasis skaicius.
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Jvadas j trupmeninés eilés diferencialinj skai¢iavima (2)

(Guillaume de (Gottfried Wilhelm (Leonhard Euler, (Joseph-Louis Lagrange,
I'Hopital, XVII a.) Leibniz, XVIIl a.) XVIII a.) XVIII a.)
daf(l' daugel'is'kitq
Kaip apibrézti dz® , kai « néra sveikasis skai¢ius? mokslininky
(Pierre-Simon Laplace, (Sylvestre Lacroix, (Joseph Fourier, (Bernhard Riemann,
XIX a.) XIX a.) XIX a.) XIX a.)

3

3/18



Jvadas j trupmeninés eilés diferencialinj skaiciavima (3)

Populiariausi a-osios eilés trupmeninés iSvestinés apibrézimai (o € Ry ):

: L . RLR(@) _ 1 dlel f(7) :
Riemann-Liouville (=1850): "D, "f(x) = M (Ta] —a) dx11 Jo (x— T)Q*MH dr;

Caputo (1967): CDia)f(x) =

x/h
= L . GL (@) i S _
Griinwald—Letnikov (1868): “"D;"f(x) = lim JZ_;( 1y (J_)f(x jh).
Here I'(-) — Gamma funkcija, (‘j‘) = J,rr((;%ﬁl) — binominis koeficientas.
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Jvadas j trupmeninés eilés diferencialinj skai¢iavima (4)

Nelokalumas

RLH(®) 1 dlel  rx f(7)
D, f(x) = dr;
x f(x) M ([a] —a) dxlel Jo (x — 7)a-Tel+t !
1 x f([e1)
DY f(x) = / 04,
(ol ) Jo (- reTr
(@) 1 x/h o
GL (0% T - . [ _
oL11) = 531 (%)t
Sie apibrézimai pasizymi nelokalumo savybe, t. y. priesingai nei klasikinés isvestinés,
trupmeninés isvestinés reiksmé taske priklauso ne tik nuo funkcijos reiksmiy to tasko aplinkoje,
bet ir nuo visy praeity funkcijos reiksmiy.

5/18



Caputo trupmenineés eilés diferencialinés lygtys

Caputo trupmeninés eilés diferencialinés lygtys (CTDL) yra sékmingai taikomos:

Fizikoje (pvz.: anomalios difuzijos modeliavimas);

Medziagy moksle (pvz.: jvairiy medziagy viskoelastiniy savybiy modeliavimas);

Elektros inzinierijoje (pvz.: superkondensatoriy modeliavimas ir taikymas elektros energijos
kaupimo jrenginiuose);

Epidemiologijoje (pvz.: ligy plitimo modeliavimas su atminties efektais);

Seismologijoje (pvz.: sistemy, atsizvelgianciy j geologiniy dariniy viskoelastines savybes,
modeliavimas);

ir kitose mokslo srityse.
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Caputo trupmeniniy laipsniniy eiluciy algebra

Caputo trupmeninés laipsninés eilutés

Tarkime, kad iSvestinés eilé yra oo = % € Q. Tuomet n-tosios eilés trupmeniné laipsniné eiluté
apibréziama tokiu budu:

400 ) 400 ) (n) Xi
i n n n
FO) =D ypxn=> viw”, w =—7— Y€l
j=0 j=0 r (1 + ;)
Trupmeniné laipsniné eiluté Bazinés\?unkcijos

Caputo algebra

Caputo trupmeniniy laipsniniy eiluciy aibé €I, su jprastomis sumos, daugybos i skaliaro ir
sandaugos operacijomis sudaro Caputo algebra virs C: € F, = (°F,; +,-|C).
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Caputo isvestiné trupmenineéms laipsninéms eilutéms

Caputo iSvestiné bazinéms funkcijoms WJ.(”)

Caputo %-osios eilés trupmeniné isvestiné bazinéms funkcijoms WJ-(") apibréziama tokiu budu:

m _ )0, Jj=0
WL =12

Caputo iSvestiné trupmeninéms laipsninéms eilutéms

Caputo £-osios eilés trupmeniné isvestiné funkcijai f (x) = Z+ VJW ) apibréziama tokiu

j
budu:
“+o0

0By (D3 F i) = S2yos, ™
X (X)* X (X)*ZV_FH(WJ'

j=0
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Caputo isvestiné trupmeninéms laipsninéms eilutéms (2)

Pastebésime, kad originalus integralinis Caputo trupmeninés iSvestinés apibrézimas

ir apibrézimas, besiremiantis trupmeniniy laipsniniy eiluc¢iy koncepcija
N ) —
f(x Z i =3 vy

Jj=0

yra ekvivalentus, jeigu f(x) gali buti isskleista trupmenine laipsnine eilute.
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k
1
(CDE(")> Yn —S/En)?k: ) an*]-a
x=0
Cia F(x,y) — analiziné funkcija, n € N, y, = yp(x) = J+o(<): ’}/_,Xn = fo viw; w' e CF,, o
parametrai s((,"), s%"), e ,s,(,'l)l € C atitinka pradines salygas, kai x = 0.

Pastaba: auksciau pateiktos lygties sprendiniy aibé yra platesné nei atitinkamos paprastosios
d n d
diferencialinés lygties (PDL) dl — F(x, y) sprendiniy aibé, t.y. (CD(l/”)> 3
X X
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d(pn(t) —n n—1 : J J—1.
e M F(t’w”(t)“j_zljr(fn#l)t ' 2)
©n(0) = yn (0) = 5",
yal(x) = n (V). 3)

Gautg PDL galima spresti ir analizuoti naudojant klasikinés analitines ar skaitines technikas.
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n

-tipo Caputo trupmeninés diferencialinés lygtys (3)

Pavyzdys. Nagrinékime Rikati-tipo CTDL:

2
1
(CD(X2)> y2=yi+y—6;

1 (4)
IO W )
x=0
Naudojant aprasyta algoritmga, si CTDL gali buti suredukuota j PDL:
dyo 2 st” (2)
22t (B —6)+ i wa(0) =, (5)

"(3)

gia ya(x) = @2 (V).
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Pav.: Rikati-tipo CTDL (b) ir ja atitinkan&ios PDL (a) sprendiniai, kai s{2 = 1, s{? = 2. Dalyje (c)
schematiskai pavaizduota netiesiné kintamojo transformacija t = 1/x.
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n
1
)

-tipo Caputo trupmeninés diferencialinés lygtys (5)

1 km
CTDL sprendiniai pasizymi jdétaja struktira: bet kuri (CD)((k"')) tipo CTDL (k,m € N)

1)\ ¥ 1\
paveldi sprendinius i3 (CDik)> -tipo ir <CD)(('")> -tipo CTDL, kai dalis pradiniy salygy yra

lygios nuliui.
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n

-tipo Caputo trupmeninés diferencialinés lygtys (6)

Pavyzdys. Nagrinékime dvi diferencialines lygtis:

)
<CDX2 > }’22}/22+)/2—6; dys 2 )
PV +y1—6;
1
20 =57 DFy  =sP. v (0) = 55",
x=0
Tegul s, (1) _ s(() ) — 0.5. Taip pat jveskime pazyméjimg Aj > (s§2)>, atitinkantj skirtuma tarp y;

(2)

ir y» prie tam tikros parametro s;”’ reikSmés.
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Pav.: Funkcijos Aj 2 (s{z)) (skirtumas tarp y1 ir y» prie tam tikros parametro siz) reiksmés) grafikas. Matome,

kad y» sutampa su y1, kai siz) =0.
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n

-tipo Caputo trupmeninés diferencialinés lygtys

b
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Pav.: Caputo trupmeniniy laipsniniy eiluciy jdétoji struktura. Kiekvienoje eilutéje n = k; kK = 1,2,... surasyti
atitinkamos eilés Caputo trupmeninés laipsninés eilutés x laipsniai. Parametrai 79(); v=12,...,k—1 desinégje
zymi PDL koeficientus, atitinkancius trupmenines pradines salygas. Pilkai nuspalvintos dalys atitinka tuos pacius
x laipsnius skirtingy eiliy baziniuose elementuose.
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A&t uz demes)!
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