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Vadovas: prof. dr. hab. Raimondas Čiegis

LMT podoktorantūros stažuotė
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Įvadas į trupmeninės eilės diferencialinį skaičiavimą

Trupmeninės eilės išvestinė: pagrindinė idėja
Trupmeninės eilės išvestinė yra klasikinės išvestinės apibendrinimas, kuomet diferencijavimo eilė
gali būti nebūtinai sveikasis skaičius.

Tegul D(n)
x = dn

dxn žymi klasikinį sveikosios eilės n ∈ N0 diferencijavimo operatorių.

Tuomet, trupmeninės eilės išvestinė yra operatorius D̂x , tenkinantis šias savybes:
• D̂(n)

x f (x) = D(n)
x f (x) = dnf (x)

dxn , t.y. trupmeninės ir klasikinės išvestinės sutampa, jeigu
diferencijavimo eilė yra sveikasis skaičius.

• D̂(α)
x f (x) gali būti apskaičiuota, t.y. šis reiškinys turi matematinę prasmę, kai α ∈ R+ nėra

sveikasis skaičius.
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Įvadas į trupmeninės eilės diferencialinį skaičiavimą (2)
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Įvadas į trupmeninės eilės diferencialinį skaičiavimą (3)

Populiariausi α-osios eilės trupmeninės išvestinės apibrėžimai (α ∈ R+):

Riemann-Liouville (≈1850): RLD
(α)
x f (x) =

1
Γ
(
⌈α⌉ − α

) d⌈α⌉

dx⌈α⌉

∫ x

0

f (τ)

(x − τ)α−⌈α⌉+1 dτ ;

Caputo (1967): CD
(α)
x f (x) =

1
Γ
(
⌈α⌉ − α

) ∫ x

0

f (⌈α⌉) (τ)

(x − τ)α−⌈α⌉+1 dτ ;

Grünwald–Letnikov (1868): GLD
(α)
x f (x) = lim

h→0

1
hα

x/h∑
j=0

(−1)j
(
α

j

)
f (x − jh).

Here Γ(·) – Gamma funkcija,
(
α
j

)
= Γ(α+1)

j!Γ(α−j+1) – binominis koeficientas.
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Įvadas į trupmeninės eilės diferencialinį skaičiavimą (4)

Nelokalumas

RLD
(α)
x f (x) =

1
Γ
(
⌈α⌉ − α

) d⌈α⌉

dx⌈α⌉

∫ x

0

f (τ)

(x − τ)α−⌈α⌉+1 dτ ;

CD
(α)
x f (x) =

1
Γ
(
⌈α⌉ − α

)∫ x

0

f (⌈α⌉) (τ)

(x − τ)α−⌈α⌉+1 dτ ;

GLD
(α)
x f (x) = lim

h→0

1
hα

x/h∑
j=0

(−1)j
(
α

j

)
f (x − jh).

Šie apibrėžimai pasižymi nelokalumo savybe, t. y. priešingai nei klasikinės išvestinės,
trupmeninės išvestinės reikšmė taške priklauso ne tik nuo funkcijos reikšmių to taško aplinkoje,
bet ir nuo visų praeitų funkcijos reikšmių.
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Caputo trupmeninės eilės diferencialinės lygtys

Caputo trupmeninės eilės diferencialinės lygtys (CTDL) yra sėkmingai taikomos:
• Fizikoje (pvz.: anomalios difūzijos modeliavimas);
• Medžiagų moksle (pvz.: įvairių medžiagų viskoelastinių savybių modeliavimas);
• Elektros inžinierijoje (pvz.: superkondensatorių modeliavimas ir taikymas elektros energijos

kaupimo įrenginiuose);
• Epidemiologijoje (pvz.: ligų plitimo modeliavimas su atminties efektais);
• Seismologijoje (pvz.: sistemų, atsižvelgiančių į geologinių darinių viskoelastines savybes,

modeliavimas);
• ir kitose mokslo srityse.
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Caputo trupmeninių laipsninių eilučių algebra

Caputo trupmeninės laipsninės eilutės

Tarkime, kad išvestinės eilė yra α = k
n ∈ Q. Tuomet n-tosios eilės trupmeninė laipsninė eilutė

apibrėžiama tokiu būdu:

f (x) =
+∞∑
j=0

γjx
j
n =

+∞∑
j=0

vjw
(n)
j︸ ︷︷ ︸

Trupmeninė laipsninė eilutė

, w
(n)
j =

x
j
n

Γ
(
1 + j

n

)
︸ ︷︷ ︸

Bazinės funkcijos

, vj , γj ∈ C.

Caputo algebra

Caputo trupmeninių laipsninių eilučių aibė CFn su įprastomis sumos, daugybos iš skaliaro ir
sandaugos operacijomis sudaro Caputo algebrą virš C: CFn = ⟨CFn; +, ·|C⟩.
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Caputo išvestinė trupmeninėms laipsninėms eilutėms

Caputo išvestinė bazinėms funkcijoms w (n)
j

Caputo 1
n -osios eilės trupmeninė išvestinė bazinėms funkcijoms w

(n)
j apibrėžiama tokiu būdu:

CD
( 1
n
)

x w
(n)
j =

0, j = 0
w

(n)
j−1, j = 1, 2, . . .

Caputo išvestinė trupmeninėms laipsninėms eilutėms

Caputo k
n -osios eilės trupmeninė išvestinė funkcijai f (x) =

∑+∞
j=0 vjw

(n)
j apibrėžiama tokiu

būdu:
CD

( k
n
)

x f (x) =

(
CD

( 1
n
)

x

)k

f (x) =
+∞∑
j=0

vj+kw
(n)
j
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Caputo išvestinė trupmeninėms laipsninėms eilutėms (2)

Pastebėsime, kad originalus integralinis Caputo trupmeninės išvestinės apibrėžimas

CD
( k
n
)

x f (x) =
1

Γ

(⌈
k
n

⌉
− k

n

) ∫ x

0

f

(
⌈ k

n⌉
)
(τ)

(x − τ)
k
n
−⌈ k

n⌉+1
dτ

ir apibrėžimas, besiremiantis trupmeninių laipsninių eilučių koncepcija

CD
( k
n
)

x f (x) = CD
( k
n
)

x

+∞∑
j=0

vjw
(n)
j =

+∞∑
j=0

vj+kw
(n)
j

yra ekvivalentūs, jeigu f (x) gali būti išskleista trupmenine laipsnine eilute.
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(
CD(1

n )
x

)n

-tipo Caputo trupmeninės diferencialinės lygtys

Nagrinėkime
(

CD( 1
n
)

x

)n

-tipo CTDL:

(
CD

( 1
n
)

x

)n

yn (x) = F (x , y);(
CD

( 1
n
)

x

)k

yn

∣∣∣∣∣
x=0

= s
(n)
k ; k = 0, . . . , n − 1,

(1)

čia F (x , y) – analizinė funkcija, n ∈ N, yn = yn (x) =
∑+∞

j=0 γjx
j
n =

∑+∞
j=0 vjw

(n)
j ∈ CFn, o

parametrai s(n)0 , s
(n)
1 , . . . , s

(n)
n−1 ∈ C atitinka pradines sąlygas, kai x = 0.

Pastaba: aukščiau pateiktos lygties sprendinių aibė yra platesnė nei atitinkamos paprastosios

diferencialinės lygties (PDL)
dy

dx
= F (x , y) sprendinių aibė, t.y.

(
CD(1/n)

)n
̸= d

dx
.
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(
CD(1

n )
x

)n

-tipo Caputo trupmeninės diferencialinės lygtys (2)

Ankstesniuose tyrimuose buvo įrodyta, kad
(

CD( 1
n
)

x

)n

-tipo CTDL yra ekvivalenti šiai PDL:

dφn(t)

dt
= ntn−1F

(
t, φn(t)

)
+

n−1∑
j=1

j
s
(n)
j

Γ
(

j
n + 1

) t j−1;

φn(0) = yn (0) = s
(n)
0 ,

(2)

čia
yn(x) = φn

(
n
√
x
)
. (3)

Gautą PDL galima spręsti ir analizuoti naudojant klasikinės analitines ar skaitines technikas.
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(
CD(1

n )
x

)n

-tipo Caputo trupmeninės diferencialinės lygtys (3)

Pavyzdys. Nagrinėkime Rikati-tipo CTDL:(
CD

( 1
2 )

x

)2

y2 = y2
2 + y2 − 6;

y2 (0) = s
(2)
0 ; CD

( 1
2 )

x y2

∣∣∣∣∣
x=0

= s
(2)
1 .

(4)

Naudojant aprašytą algoritmą, ši CTDL gali būti suredukuota į PDL:

dφ2

dt
= 2t

(
φ2

2 + φ2 − 6
)
+

s
(2)
1

Γ
(

3
2

) ; φ2(0) = s
(2)
0 , (5)

čia y2(x) = φ2
(√

x
)
.

12 / 18



(
CD(1

n )
x

)n

-tipo Caputo trupmeninės diferencialinės lygtys (4)

Pav.: Rikati-tipo CTDL (b) ir ją atitinkančios PDL (a) sprendiniai, kai s(2)0 = 1, s(2)1 = 2. Dalyje (c)
schematiškai pavaizduota netiesinė kintamojo transformacija t =

√
x .
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(
CD(1

n )
x

)n

-tipo Caputo trupmeninės diferencialinės lygtys (5)

CTDL sprendiniai pasižymi įdėtąja struktūra: bet kuri
(

CD( 1
km

)
x

)km

tipo CTDL (k ,m ∈ N)

paveldi sprendinius iš
(

CD( 1
k
)

x

)k

-tipo ir
(

CD( 1
m
)

x

)m

-tipo CTDL, kai dalis pradinių sąlygų yra

lygios nuliui.
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(
CD(1

n )
x

)n

-tipo Caputo trupmeninės diferencialinės lygtys (6)

Pavyzdys. Nagrinėkime dvi diferencialines lygtis:

(
CD

( 1
2 )

x

)2

y2 = y2
2 + y2 − 6;

y2 (0) = s
(2)
0 ; CD

( 1
2 )

x y2

∣∣∣∣∣
x=0

= s
(2)
1 .


dy1

dx
= y2

1 + y1 − 6;

y1 (0) = s
(1)
0 .

Tegul s(1)0 = s
(2)
0 = 0.5. Taip pat įveskime pažymėjimą ∆1,2

(
s
(2)
1

)
, atitinkantį skirtumą tarp y1

ir y2 prie tam tikros parametro s
(2)
1 reikšmės.
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(
CD(1

n )
x

)n

-tipo Caputo trupmeninės diferencialinės lygtys (7)

-1 -0.5 0 0.5 1

0

0.5

1
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2
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3

3.5

Pav.: Funkcijos ∆1,2

(
s
(2)
1

)
(skirtumas tarp y1 ir y2 prie tam tikros parametro s

(2)
1 reikšmės) grafikas. Matome,

kad y2 sutampa su y1, kai s(2)1 = 0.
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(
CD(1

n )
x

)n

-tipo Caputo trupmeninės diferencialinės lygtys (8)

Pav.: Caputo trupmeninių laipsninių eilučių įdėtoji struktūra. Kiekvienoje eilutėje n = k; k = 1, 2, . . . surašyti
atitinkamos eilės Caputo trupmeninės laipsninės eilutės x laipsniai. Parametrai γ(k)

v ; v = 1, 2, . . . , k − 1 dešinėje
žymi PDL koeficientus, atitinkančius trupmenines pradines sąlygas. Pilkai nuspalvintos dalys atitinka tuos pačius
x laipsnius skirtingų eilių baziniuose elementuose.
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Ačiū už dėmesį!
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