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Jvadas (3

* Lygtys su trupmeninio laipsnio elipsiniais operatoriais
naudojamos modeliuojant anomalig difuzija.

« Tai gali bati difuzija, kuriai negalioja Ficko désnis arba turinti
atminties efekta.

* Trupmeninio laipsnio operatoriai placiai naudojami, nes jie
geriau apibudina sgveikas dideliais atstumais ir paveldimas
medziagy savybes.

» Galimi talkymai biologijoje, aplinkosaugoje, fizikoje,
medicinoje ir panasiai.



Uzdavinio formuluoté () s

* Trupmeninio laipsnio elipsinius operatorius galima
apibrézti jvairiais budais.
« Straipsnyje naudojame spektrine formuluote.



Uzdavinio formuluoté () s

« Jei turime elipsinj operatoriy, jj diskretizuojame ir sprendziame
tikriniy reiksSmiy uzdavin;:
Ap®i=A®;, j=1,...,]
* Elipsiniams operatoriams, tikrinés reikSmes yra realios ir
teigiamos. Operatoriaus trupmeninj laipsnj uzrasome taip:

]
AU = — ZA?‘(U, D) D;
j=1

* Trupmeninis operatorius taip pat simetrinis ir teigiamai apibréztas.
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Uzdavinio formuluoté (i

» Straipsnyje nagrinéjamas toks parabolinis
uzdavinys:
dl

dt
U(O) — UO, UO - Vh'

-AU =F(t), 0<t<T,



Paraboliniy uzdaviniy su trupmeninio laipsnio O %
elipsiniais operatorials aproksimacijos

* Apibréziame netolygy diskretyjj laiko tinkla:

Wt — {t” : i‘n p— tn_l + T’H—lf n — O ..... N, t() — 0, tN — T}

* Ir operatoriy:
U =el" '+ (1-0)U", 0<o<1

* Nagrinékime neisreikstine schema:
un+1 —yn

Tn
u’ =u, UyeV,

+ AU =F("), n=0,...,N—1,



Paraboliniy uzdaviniy su trupmeninio laipsnio O &
elipsiniais operatoriais aproksimacijos

» DiskrecCigjg schemag pertvarkome:

u]’l—l—O’ —n
(1) — + A%unﬂf _ P(thra)
n

(2) (I+ 01 A}) U =U" + ot F(t"7)

* Aproksimuojame nelokalqu operatoriy (I +on,A%) ", tiesiniu,
lokaliuoju operatoriumi B,

(I —HTTnA%)_l ~ By,
» Tada galime apskaiciuoti sprendinj: (" = B, (0" + o, F(¢"*"))



Trupmeninio laipsnio elipsiniy operatoriy () v
diskreCiosios schemos

* Naudojantis spektrine operatoriaus forma, lygtis galime
spresti Furjé metodu, taciau jis tinka tik staCiakampéms
sritims, ir kai zinomos tikrinés funkcijos.

* Aptarsime tris alternatyvas nelokalaus operatoriaus
aproksimavimui:

— AAA algoritmas.

— ISplétimo metodas.
— Skaidymo metodas.
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AAA algoritmas v

* Nagrinékime funkcija:
f(z) = ! z>0

14Tz’

» Jg aproksimuojame tokiu pavidalu:

_ Nu(z) _ =G
J”,,H(Z) — Dm(Z) = (0 ‘l‘]; — d]'

* Turédami koeficienty reikSmes, galime rasti lygties
sprendin;:

m
CIH+U — (COI —+ Z C]- (A/z — d]I) _1) (EIH + THF(f”jLU))
=1
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AAA algoritmas (3 s

* Aproksimacijos koeficienty skaiCiavimas yra jautrus
apvalinimo paklaidoms.

» Siekiant to isvengti, naudojame AAA algoritma [1].
» Imame realiujy skaigiy aibe Z = {z1,...,z2m} .

* AAA algoritmas naudoja baricentrine racionaliosios
funkcijos forma:

’” LUf w;
Fin— 1( — /Z ]
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AAA algoritmas (3 s

=

Parenkame atramos taskg naudodami godzigjg paieska.

. Minimizuojame aprok3|maV|mo paklaidg likusiy atramos

tasky aibéje, keisdami svorius w1, ..., W :

min || fDy; 1 — Ny—1ll gy, 0]l =1
Parenkame kitg atramos taska talp, kad netiesiné liekana

f(z) —rm—1(2)| baty didZiausia. Vykdyma sustabdome, jei
netiesiné liekana pakankamai maza.

13



AAA algoritmas (3 s

» Stabilumas garantuotas, jei galioja salyga:

1
— 1y (z) — (1 — <1
ZLrgzagZR (7} m( ) ( 0)}

* Z1,ZR — apibrézti operatoriaus 4; tikrinémis
reikSmémis.
* Salyga tenkinama tokioms parametry reikSméms:
x = 02505075 1t=10"k=1,...,4,0 =05
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ISplétimo algoritmas (D s

* Pradinj uzdavinj ispleCiame, jvesdami papildoma kintamajj y [2].
Sprendinys bus U (x,y), x € O,y € (0,Y).

BURRY N
- %(}/Sa%y ) +y AU =0, x€Q, ye(0,Y), s =1-2a
: saa}HU n+o 1 [ [+ n
T Y Ty = du(F(E7) = (U], = UY), ven

U =0, (x,y)c (@Qx(0,Y)U((Qx{y=Y}),

I'(1—a)

dl — 21—206
’ ['(a)

15



ISplétimo algoritmas (D s

» Apibréziame diskretyjj tinkla: v=v(1)", j=o...m
 Naudodamiesi baigtiniy ttriy metodu, gauname
diskreCigjg schemg ispléstam uzdaviniui.

]_j+1/2(ﬁﬂ+ﬁr) . ]_,i—l/Z(athLT) n }7?(14!: ﬁf:+0).j =0, x€Q, j=1,..., m—1,
~ o 1~ ~
Fa(Q7F0) = do () = — (g7 = T")), x€Q,

af!—HT —0, xeQ,

m

i Tn+o TTn+o s+1 - s5+1

S — U : — S

] 1/7(3”+U) Sy u.f+1 u.f 7 = ~/_I+1/2 ~/,;—1/2 1/5+1 — 0
e TR yia—y s+1 7 e
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ISplétimo algoritmas (D s

* LygcCiy sistemg sprendziame tikrinio iSskaidymo metodu.
Sprendinys bus:

m—1
A~ . ) 1 —
L[I! (T .'- ' I III ! - - L-] — r2 f 4 r I 1 rf;! r u}; ; - . -

» Sprendinio koeficientai gaunami issprendus lygcCiy
sistema:
(I + A )W =Y dy (F(f”“L”) + Lﬁ”), [=0,..., m— 1.

0Ty

17



IIIIIII

ISpletimo algoritmas 1z

» Stabilumo sglyga analogiska AAA atvejui:

1 1
max
21 <Z<zZr O

oRu(z) = (1~ a>| <1

m—1

Ry (z) = d, ‘I’
m ;} }/lz+Z
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Skaldymo algoritmas REE

* Pradine diskretizuotg lygt} uzrasome taip [3].

uu—l—l _n
Th

+ A PAL (U - (1= ) U") = F(#"9), p=1—a

* AAA metodu sukonstruojame racionaligjg
aproksimacija.
AP =R, (B) = col + Z cj(Ay—dil) "
j=1
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Skaidymo algoritmas 1z

* Gauname tokig diskrecCigjg schema.

uH—H L]" m /
+ Z B, 1Ay (cU" + (1 —o)U") = F(t"77),.

» Gautg diskrecCigjg schemag galime spresti klasikiniu
skaildymo metodu.
[jn,j . an,j 1
T, —l_Bh]

1
m—+1

A (au”f +(1—o)U™~ 1) F(t"7), j=0,..., m
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Skaldymo algoritmas (D sz

Algoritmo zingsniai:
1 TN L
2_ (D] + O'T;IC]‘AI:) ﬁﬁ'.,j — (D] — (TTnC]‘A/z) ﬁﬂ,j—l +
3 ﬁn+1 _ ﬁn,m
Do=1 Dj=A,—dil, j=1,...,m

Ty
m -+ 1

D]-F, j=0,...,m

» Schema nesglygiskai stabili, jei o = 0.5.
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Skaldymo algoritmas REE

« Aptarsime modifikacijg lygtims su saltiniu. Uzrasome sprendin; taip:
uk:Vk—FW]/H_O., k:n,n_|_1

« Deémenys gaunami iSsprendus lygtis:
Vn+a _yn

(2)

(1) ASW'HT = F(£'47), x e Q; + A PA v =0

« Pirmajai lygcCiai taikkome AAA metodg. Antrg lygtj sprendziame
skaidymo metodul.

« Turime spresti dvi nelokaligsias lygtis. Jei saltinis stacionarus, uztenka
spresti tik vieng (1).
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ISvados (52l

« Spektriné formuluoté leidzia lygtis su trupmeninio laipsnio
elipsiniais operatoriais spresti Furjé metodu.

» Tai galime padaryti tik staCiakampése srityse ir zinodami
tikrines funkcijas.

* Naudojami racionaligjg aproksimacija grjsti metodai.

* Aproksimacijos procesas jautrus apvalinimo paklaidoms,
todél tam reikalingi speciallis metodai.
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