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PraneSimo planas

UZdavinio formulavimas

Skirtuminés schemos: Crank-Nicolson +ADI

Trupmeninio laipsnio elipsinis operatorius

BURA-BRASIL

ADI dalinai sumazintos dimensijos uzdaviniui

BURA-BRASIL dalinai sumazintos dimensijos uzdaviniui su trupmeninio
laipsnio elipsiniu operatoriumi



2. Uzdavinio formulavimas

TeguD = (0,X) X (0,Y) -dvimateé sritis, dD — jos krastas. Apibrézkime difuzijos

operatoriy
?u  d%u
Au = — — ), (x,y) € D.
(E)xz i 8}/2) (*,y)

Pradékime nuo dvimacio parabolinio uzdavinio

%,

a—l;+Au =0, (x,y)eD, 0<tg 1,

”(O’yft) — g](}/,t), “(Xfyrf) — gZ(}/ft)’ l/ = [0’ Y]' t S [0’ T]’
il dul

—(x,0,t) =0, —(x,Y,t)=0, x€(0,X), tel0,T]|,
Y Y

u(x,y,0) =0, (x,y)€D.



Tegu H — Hilberto erdve, skaliariné sandauga (u, v). Tuomet L, norma

apibréziama ||u|| = (u, u)1/?. Tegu A — operatorius (savijungis ir teigiamai
apibreztas)

A: H—H, A=A% A>cl c>0,

Cia I — vienetinis operatorius.

Kai 0 < a < 1, operatorius A% gali bati apibréztas skirtingais btdais. Spreskime
tikrinj uzdavinj

AL/",' — "\j ll’j, ] = 1,2,....
Visos tikrinés reikSmés yra teigiamos

D<A <AL KA K

Tikrinés funkcijos {1/)1-} sudaro ortonormuotg baze. Taigi bet kurig funkcijgu € H

galima uzrasyti pavidalu
oo

U = Z(Zl, L[’-/"') l,l’./‘.

j=1



Taigi, nelokaly operatoriy A%, kai 0 < a < 1galima uzrasyti taip:

o0

A'u=Y%_ AT () ;.

j=1

Panasiai, spresime KoSi uzdavinj

dul |
§+A“u =0, 0<t<T,

u(0) =up, up € H.

Pastabos: naudodami Furjé metodg sprendinj galima uzrasyti iSreikstiniu pavidalu.
Taikymuose tai jmanoma ne visada.



Apibrézkime dalinai sumazintos dimensijos aproksimacija. Uzdavinj spresime
srityje

Ds = ((0,6) x (0,Y))U[6,X — 8] U ((X =6,X) x (0,Y)), 6>0

1

) = v .

u(x,y,t)dy

apibrézia vidurkinimo operatoriy pagal y.

=> =>




Funkcija U yra sprendinys, jei tenkina:

aa—l;IJrAU:O, (x,y,t) € (0,6) U (X —=9,X) x(0,Y) x (0,T],

ou 22U . ,

= = 3, (x,t) € (6,X —6) x (0,T],

U,y t) =1y t), U(X,y,t)=2g(vt), (vt)€l0Y]x(0T]

%—ll//l(x; Olt) — O’ aa—lL/l(xf YI t) = OI (xft) E (015) U (X o 5’X) X (O’ T]’

U(x,y,0) =0, (x,y) € Ds.

Trukio taskuose

u‘.\':J—O - ul.r:(5+o' ul.\':X—J—O — U|

x=X—0+0’
aS(U) _au U as(U)
ox x=06—0 N ox .1‘:(5+0’ OX lx=X—6—0 N ox .1‘:X—5+0.

Pirmos dvi garantuoja tolyduma, kitos gaunamos iS tvermeés désniy



3. Diskreciosios schemos

2D difuzijos operatoriaus A aproksimacijg konstruosime baigtiniy turiu metodu.

Tinklas: QO = wy X w,,

Wy ={xj: x;=1ih, i=0,..., ]y, hy =X/]:},
Pagal laika:

o ={t": t"=nt, n=0,...,N}, N =T,



Operatoriai:

un un un
9. 1" = 1] a) un — J 1
X S ‘ ’ Y ’
n-l—l n n+1 n
/A T '] 2
Difuzijos operatoriai:
1 . .
Al = _E(a" Bas _axu;;), 0<i<]y, 0<j<]y
2 -
lh/a 11’ -I o 0'
Apy ULt = _%(a fitl T a},u;.;.), 0<;<]Jy, 0<i<]h

28 un . j:]}/z

hy Y



Naudojame simetrine aproksimacijg pagal laikg ir baigtiniy tariy metodg pagal
erdvines koordinates (gauname Crank-Nicolson):

H+f, 1 /. H+ ”+1 -
afufz (Aln 1 Ahl/)u — ]1_ ((5!1 g1 2 (l/l) + 0, T—i159 (l/} )) (.\',‘,}/j) € Wy X Wy,
X

Kur d;; - Kronekerio delta funkcija. Nehomogeninés krastinés sglygos jdétos
papildomo saltinio pavidalu.
Tarkime, kad U” tenkina homogenines krastines sglygas, kaii = 0iri = J,.

Tuomet tikslusis Crank-Nicolson schemos sprendinys U™

I]’

Uy; = g1 (yj), Uf;=g5(yj), 0<j<]y,

f:; = U™ 0<i1 < ]_\', 0 < ] < ]}/;

(Si prielaida naudojama visur, kur naudosime spektrinius algoritmus jskaitant FFT)



1 lema. Cranc-Nicolson diskrecCioji schema yra nesglygiskai stabili L, normoje. Jei
uzdavinio sprendinys yra pakankamai glodi funkcija, tai aproksimavimo paklaida
yra O(hZ + hZ + h2) eilés.

Stabilumas jrodomas naudojant Furje analize ir Teiloro skleidinj + Lax teorema.

Pastabos: skaiCiavimo eigoje naudojama FFT, isreikstinis tikriniy reikSmiy ir
vektoriy pavidalas bus pateiktas véliau.



1 pavyzdys. Sprendziamas tiesinis dvimatis difuzijos uzdavinys srityje
D = [0,2] x [0,1] . Kratinés salygos

§1(y,1) = texp(=25(y — 0.5)%), a(yt) = 2texp(=36(y —05)?), y € [0,1], t € [0,1].

Sprendziame tikirinj uzdavinj

AV =\, 0<Ii<]y, 0Kk ]}/,
Kur ¥ = ®f Dy, Ay = uf + py, 0 ®f, @3 randame is:

Apc® = uf®;, 0<I1<],,
Ay @ = @, 0<k<],

Sio uzdavinio atveju

. [
/X q111 ['\ o i S]n2 l ’ 0 < [ < ]_\', .\', = (Dx,
V X Hi ‘
- k
“ ( k] ) My = ismz (ﬂ ) O0<k<]y yj €@y

<I>/ (y;)




Paklaidos E(7, h) ir eksperimentinis konvergavimo greitis p(z, h), kai h, = h, = h
maksimumo normoje

E(t, hy,hy) = max_ U;,- —u(x;,y;,1)|, p(t,hy,hy) =log, i ] :
(xiyj)€EQy ' | (T, hx, Ny)
T = 15, 10 = 1 To, ho 2,5 S L
E(t, h) 1.557 x 102 3.915 x 103 9.558 x 10~* 2316 x 10~*
o(T, h) — 1.992 2.034 2.045

SkaicCiavimai atlikti su tolygiais tinklais, ,tikslus” sprendinys u(xl-,yj, 1)
apskaiCiuotas su J,, = 1024, /,, = 512, N = 500.



Uzdavinys su dalinai sumazinta dimensija sprendziamas ADI tipo schema

" — U
/] ¢l n Bl . -
] + Ajy LI,-]- + A/,y LI,-_,- =0, (lj,]/j) € Wy X Wy,

5T
i+t — U B _
. _ n n __ Y ' -
i + Ap U it ApyUi; =0, (x5, Y)) € wx X @y,
1 | |

Sprendimo eigoje turime tiesiniy lygcCiy sistemas pagal vieng dimensijg, uzduotis
gali buti lygiagretinama.



2 lema. ADI diskrecioji schema yra nesalygiskai stabili L, normoje. Jei uzdavinio
sprendinys yra pakankamai glodi funkcija, tai aproksimavimo paklaida yra
O(hZ + h2 + h3) eilés.

Stabilumas jrodomas naudojant spektrine Furje analize Tikslumas jvertinamas
transformuojant ADI j Crank-Nicolson.

2 lentelé. Paklaidos E (7) ir eksperimentinis konvergavimo greitis p(7), kai
h, = h,, = h, maksimumo normoje

W= gy o= & T, o 3k o {2k
E(t,h) 6.617 x 102 1.837 x 102 4721 x 1073 1.176 x 103
o(t,h) — 1.849 1.960 2.005

Pastabos: Crank-Nicolson rezultatai tikslesni



3. DiskrecCiosios schemos paraboliniam uzdaviniui su trupmeniniu eliptinio
operatoriaus laipsniu

A% aproksimacija: Hy, - Hilberto erdvé, skaliariné sandauga (U, V):

hl 1, 0< i<
(u,v) Z Eu Vihihyci, cj=14 " ] <y
=1 j=0 : . . 0.5, ] = O’ ]}/'

Krastinés U sglygos homogeninés

uo]' =ik LI,_\_,_,- =0, 0L ] < ]}/'

Lengva patikrinti, kad Ay, = Apy + Apy - savijungis teigiamai apibréztas

A/, : H;, — H;,, Ah = ;:, A/, = CI/,, e |

I, - vienetinis



Sprendziame tikirinj uzdavinj
ApYie = An¥, 0<I<]y, 0Kk,

Kur ¥ = ®f Dy, Ay = uf + py, 0 ®f, @3 randame is:

Ap® =uwdf, 0<1<],,
Apy @ = @, 0<k<],

Visos tikrinés reikSmeés yra teigiamos

0 < /\]0 é ek g /\[x_],]l/

Tikrinés funkcijos {W¥;; } sudaro ortonormuotg baze Hy,



Tuomet bet kokig funkcijg U € Hy, galima uzrasyti

Jx—1 Jy

Y Y (U YN)Yu

k=1 =0

Trupmeninis operatorius A% kei¢iamas aproksimacija

[.r_l ]}/
1T \ &
pU =) ) AL (U Y)Y
k=1 [=0
Naudojame simetrine aproksimacija pagal laika ar A :

QU™ + ALY = Ar-1pntd)

n+— n+% . ,
7 X’ —_ )]
Kur F fl] O<l<] 0<j<]Jy) 0

n+—

n+l . . . V., .
fl] [51191 (y]) +0i;,-19, z(yj)] savyje turi nehomogenine krastine
salyga

u(0,y,t) =q1(y,t), u(X,yt)=gWt), yel0Y], 0<t<T



Stabilumas jrodomas panasiai kaip 1 lemoje.
Tikslumas: uzrasykime paklaida standartiniu pavidalu:

‘Y;,(f”+%) := dtlly, + A,,u;hL2 = Ajuy (t ”“?) - (A“z;(t“*%))h + O(7?).

Teiloro skleidinio naudoti negalime. Naudojame spektrinj nelokaliy operatoriy
A% ir A7 apibréZima. Tuomet

/ 0
lt”’l( ) (Aa”( ))/1 — Z (”h;n” - ”_I'(t”)’\_? l[’,) o ; ’\_?”_i'll"}"
j=1 j=J+1

Antras narys yra O (h™) ir priklauso nuo sprendinio glogumo. Taip pat, tikrinéms
reikSmeéms ir tikriniams vektoriams

—4’;/:H Ch*, | _'_’\a) J=L....J.



Dél nehomogeninés krastinés sglygos diskretaus sprendinio konvergavimo greitis
priklauso nuo tikslaus sprendinio glodumo ir parametro a santykio.

L, normoje standartinéms antros eilés aproksimacijoms pagal erdvines
koordinates

Elz < C/Imin(z, 20+-0.5) 108(1/11)

3 lentelé. Paklaidos E (7, h) ir eksperimentinis konvergavimo greitis p(t, h), kai
hy = h,, = h su skirtingomis a reikSmemis

T = 15,10 = ¢ 7o, ho 32 O ) 33
E(t,h), a=3% 1.528 x 102 3.919 x 1073 9.865 x 10~ 2.365 x 10~
o(t,h) — 1.963 1.990 2.060
E(t,h), a=1} 1.696 x 1072 4.466 x 1073 1.194 x 1072 4.038 x 10~
p(T, ) — 1.925 1.903 1.564
E(t,h), a=1 2.213 x 102 1.028 x 102 5.850 x 1073 3.682 x 103

o(T,h) — 1.106 0.8130 0.6680




Tas pats uzdavinys sprendziamas su homogeninémis sglygomis

g1(y,t) =0, g(y,t) =0

Pradinés sglygos
uo(x,y) =x(2—x)cos(mty), 0<x<2 0<y<1
Siuo atveju simetrinés schemos konvergavimo greitis yra kvadratinis

4 lentelé. Paklaidos E (7, h) ir eksperimentinis konvergavimo greitis p(t, h), kai
hy = h,, = h su skirtingomis a reikSmemis

To = g o = & 7o, I 7, o, ol
E(t,h), a=3 6.657 x 1072 1.637 x 1072 4.074 x 10~ 1.015 x 1074

(T, h) — 2.024 2.006 2.005
E(t,h), a=1% 3.027 x 1073 7.512 x 10~4 1.875 x 104 4.694 x 107>

o(t,h) — 2.011 2.002 1.998




5. BURA-BRASIL
Praeitame skyriuje naudojome FFT, kuris efektyvus kai kurioms funkcijy klaséms ir
tolygiam tinklui. Perrasykime Crank-Nicolson schema

U™tz = (I, + 0.5TA%) ! (u” + ().STA;j—lp"+%),
Ut = 2yt — gt

Aproksimuojame netiesinius operatorius (I, + O,STA%)_1 ir A%‘l racionaliais
operatoriais

(I + OETA%)_l ~ rm(Ayp), A;:_] ~ 'm (A, ).

Pavyzdziui,

_ Pm(A)
(2 = Gm (1)

Kur p,, ir q,,, - tos pacios eilés daugianariai



1 -,
C;

rm(/\) = (0 + Z I

_le /\ = dl

Gauname m sistemuy, kurias galime spresti lygiagreciai.
Skai¢iavimams naudojame: BURA (best uniform rational approximation) ir open-
cource BRASIL algoritmo implementacija su Pyton

l“j"u—i—]

)|

~ 1
— T'm (_AIJ)F’H_Z/
V’H_% = rm(Ap) (V” + OBTF’H_%);

VIH—] — 2Vn+%_— . VH



1
2

Cia F™"2 skai¢iuojamas pagal formule

m
IH’
Frts = gF"t1 + Y Gy T2,
k=1

j ”+% n+ 1
(Ap —die )G, > =F""2, k=1,...,m

1
ve . +=
Panasiai, V"2

m
Vs = (V" +05TF"¥1) + ) o H H*2,
k=1

(A, — d,\I,,)H”+7 - (V” +o.57F”+%), k=1,...,m

Tirdami stabilumg turime skaiciuoti ||21,,(4;) — I, ||. Atlikdami skaitinius
eksperimentus, skai¢iuosime stabilumo faktoriy R (musy uzdavinio atveju turi bati
R<1)

R = max
0<;<f\

m(zj) — 1|, 2 —111+K(u;—111)



5 lentelé. Paklaidos E (7, h) BURA-BRASIL, kai h, = h,, = h su skirtingomis m
reikSmémis, ¢ = %

O o 2.k 4
E(t,h), m=5 1.044 x 102 1.894 x 102 2.997 x 102
E(t,h), m =10 2.611 x 104 8230 x 104 1.953 x 103




5. ADI, dalinai sumazinta dimensija

Pasirinktam testui, klasikinés ar trupmeninés difuzijos atveju, sprendinio
U"(xl-,yj) asimptotika: didzioji dalis finkcijos U artima konstantai kintamojo y
atzvilgiu. Dvimatis uzdavinys turi buti sprendziamas tik nedideléje srities dalyje.

= C/ |r |r
6 lentele: d(x;) = max |Uf\ — L il
A T ’] ’r[l//-—

JEwy :

Kait =1, hy =hy, =h; =001sua =1ira=3/4(BURA-BRASIL)

X; = 0.7 X; = 0.9 X; = 1 X; = 1.1 X; = 1.3
x;j), e =1 0.0118 0.00475 0.00474 0.00672 0.0211
Xi), & = % 0.00906 0.00358 0.00356 0.00509 0.0166

Kaip alternatyva, galime naudoti adaptyvius tinklus (planuojama ateiciai)



Naudosime tinklus:

Wx1 = {Yf 0<i< ].1'1}; Wy = {.\‘,‘  Jpp <i< ].\'}, Wy3 = {.\‘,‘  Ja<i< ].1‘2},

Wyl = {\z : 1< ]\'1} Wy = {l‘,’ : Jr2 <1 K ].\'}; Wy3 = {.\‘,‘ : ol
X[q = 0, X[, = = X — 0.

Diskretusis sprendinys U;; apibréztas sumazintos dimensijos srityje (RD)

6,15 = (cD_\-l X cl{l,) Uwyz U (LD_\-Z X cZ{l,)

Tokiy diskreciy funkcijy klase zymésime Dy,. Tegu U,V € D,, tenkina krastines
sglygas

UO‘,- = (), U;_\_,‘,' = (), VQ,' = 1), le,j =0, 0</<]J y

\<\ [.1'2}1



Tuomet skaliariné sandauga

[ ,rl 1

wv)=Lo( L u

]J=

=2, =2
0 — 21 'l}l - 21
jull = (u,u)*/

Vidurkinimo operatorius:

Sh(uf!) —

l

Vihe + 3 UVighi )iy +Y 3 U;

Jx—1

i:].r2+l

C_,‘Zl, 0<j<]y,

K>

k=K,



Aproksimuojame:

- — ur
i i _
]1T / -I-Anun +An/u” —qi] (I;,y]‘) = (w_ﬂ waz) X Wy,
2
un L]"
101 < + Apx =0, Xi € wys,
jT
Bl _ur
110 ~ Y0 1
1 g - +h_2( Sn(Uf 1) +2Uj 0 = U] 110) =0,
o) X
1o~ Ujo 1
x2,0 lT x2,0 + 112( u[rz 1,0 +2ulr 2,0 Sh(u[t2+1)) 0’
3 X
n+1
LI“]z u:; n+1 n _
lT +A”u +All/u =0, (xiryj) S (wxl waZ) X Wy,
2
+1
u::) un

8 + A ”un—l—l =0, X;j € wys,



un—l—l I TH

a0~ Y0 1 41 1 B
1 i = o (= Su(UTy) +2Up = Uy Tri0) =0,
] X
un—i—l T 1
]x?.o ]rZr

Jx2—1, [v2+1

T /l

PO =

Apibrézkime operatorius funkcijoms U € Dy,

AU ApyUij, (x5, Y) € (wyx1 Uwy2) X @y,
1Y _
0, X; € Wy3,

Ahxuijr (xi, l/]) € (wy1 Uwya) X Wy,
Aln Ujo, X; € wys,

2 7 (= Su(Ui—1) +2Ujg — Ui10), i =Ju,
L(—=Ui_10+2Ujp — Sp(Uiy1)), i=]x2,

s

Ahx U =

+_( un—i—l 0+2un+1 S (un-i—l )) — 0.



Tuomet ADI schema galime uzrasyti taip:

P

L[ — "

1 - + Ah_\'un + Ah}/a” — O!
v ]
L+l — an R
AU 4 A, O =0
_T =
2

Pirmas zingsnis — trijstrizainiy sistemy sprendimas (galima lygiagreciai), antrame
zingsnyje sprendinys tinkle w,; X w,, turi pavidala

Ui = a;jg1(y;) + PijUp 0 +vipp 0<1 <]y, Yj € @y,
O tinkle wy, X w,, -

Ui = a;jUj, 0 + Bij&2(yi) +7ij,  Jxv1 <1< Jx2, Yj € @y



Tinkle axg -

2 2 |
(Cromn)ugn =2 ja<i<re

2 1 X 1 2 ~ 1 .
(; = el =— Slz(bi—l))) ufé“ = h—zufffo = ;uff) + ,,_zsh (ai—181 +7Yi—1), i = Jx1,
" X
1

2 1 , 1 2 |
(? +27(2- Slz(bi+l))) U™ — h2 o = ?url‘ﬁ T /,_2511 (%4182 + vit1), i = Jx2-
X X X

Galima spresti klasikiniu budu. Kai U};;,(l), U};‘CJZ’}) yra apskaiCiuoti, randame likusig

dalj sprendinio U™*?!

3 lema. Diskretieji operatoriai Ap, Apy, yra simetriniai ir atitinkamai teigiamas ir
neneigiamas.

Jrodymas: Apsiribosime operatoriaus Ay, tyrimu. Apibrézkime vektorius U,V
tinkle w,,

uh—l{i — ul.\‘lro’ u/xz,_i — u]_\.z,o, V/xl,j — V].\'lro’ V/.rz,j — V]_I.Z,O, Yij € wy.



Apskaiciuokime (4;, U, V), krastinés sglygos homogeninés. Tuomet:

,1/ I\l 1 l\_l
(_Ah.\‘ur V Z ( Aln h\ T Z Ah\ h.\‘)h_l/
]':O =1 = ]12+1
Jx2—1
T Y(/l . (= Sn(Ujpy—1,.) +2Uj,0 — uf_r1+1r0)lel,0 T IZ: , (A/I.l‘u),'oviohx
' I=Jx11
1 ‘
T K( o S}’(u]x.’»l‘f‘l:') + 2u[.1‘2:0 o u]x2_1:0) V[.\'2:O)
[V I\l ]x
=3¢ Z 9l 0xVighx + Y. 0xUy 9 Vijhi )y
j=0 i= i=Jx2+1 | |
I.\‘Z
= Z a.\' uiO a.\‘ ViOh,\‘-
I=Jx1+1

Taigi, Ay, yra simetrinis ir neneigiamas. Teigiamumas seka is operatoriy
neneigiamumo su tokiomis krastinémis sglygomis.
Pasinaudodami 3 lema, stabiluma galime jrodyti energetinéje normoje.



4 lema. Jei U™ yra ADI schemos sprendinys, tai

(1 + S AU | < (1 + S AU

7 lentelé. Paklaidos e(8) , Crank-Nicolson su skirtingomis & reikSmeémis.
7= 0,004, hy = h,, = 0,004

o0 = 0.8 o0 = 0.6 o0 =04 o =0.3

e(5) 5.7695 x 103 2.0002 x 102 7.3100 x 102 1.4255 x 10!




7. BURA-BRASIL, dalinai sumazinta dimensija

Spreskime uzdavinj

(Ah - ‘”lz)v — F;

Kur const =d < 0,V,F € D;,. Nehomogeninés krastinés sglygos jdétos j F.
Pritaikykime neiteratyvy algoritma. Uzrasykime vektoriy V pavidalu

W+ Vigalth, 0<i <, 0<< s
Vij = < ViO, Jx1 <1< a2,

I]’

Kur WER randame i$

(_Alz b— d[;,)WL'R — FL,R



Krastinés sglygos yra homogeninés

L __ i, _ _
Wo_j - 0’ W[xlrj o O’ Wl\Zr O’ W’nl ’

Taigi galime naudoti FFT.
ULR randame i§

(A, —d, U =0, (x, Yi) € wx1 X @y,
L L .
uol — 0, ulxlrj — 1, 0 g] g ]}/,

(A, —dI)UR =0, (x; Yi) € Wy X @y,
Up,;j=1 Up;=0 0<j<]y

< ]}/I



UMR tenkina salygas
[ [L L
ij — Wi,

U,-If = uy,

(x;, Yi ) € Wy1 X Wy,

(xiz}/j) € Wy X Wy,

Kur ul’® vienos dimensijos vektoriai (pagal x). Sios funkcijos randamos i$

(Apy —dI)ut =0,

113 = (), ulel = 1
ir
A i, \uR =0
( hx — Wlj )” — U,
R R __
uy., = L, up =0

’Yl e W X 1

xi = (L-’.\‘2z



Sprendinys tinkle w3

1 1 1 |
(;,_2 (2 - “iLl) - d) Vio — h—z‘/i+1,0 = Fijp + 73 ol (I-'V,-Ll), i = ],
: 2

X

Tiesiniy lygcCiy sistema gali buti efektyviai sprendziama klasikiniu algoritmu. Kai
Vi 100 Vi ,0 Yrazinomi, likusi sprendinio V dalis skaiciuojama isreikstiniu badu.



Crank—Nicolson schema, dalinai sumazinta dimensija, zingsniait = 0.004,
h, = h, = 0.004.

NI

8 Lentelé. Paklaidos é (d). Dalinai sumazintos dimensijos uzdavinys, kai ¢ =

0 =0.8 o0 = 0.6 =104 d=0.3

é(5) 6.151 x 1073 1.909 x 102 6.889 x 102 1.362 x 10!




