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Caputo trupmenines eilés isvestiné

Caputo a-osios eilés (a > 0) iSvestinés apibrézimas (pasiulytas 1967 m.):

(o) 1 < f(1e) (7)
D, 'f(x) = r (o] — a) /o (x — 7)o felH i

Egzistuoja daug trupmeninés eilés iSvestiniy apibrézimy, taciau Caputo pasiulytas apibrézimas
yra vienas populiariausiy.

Caputo isvestiné pasizymi nelokalumo savybe, t. y. priesingai nei klasikinés iSvestinés,
trupmeninés iSvestinés reiksmé taske priklauso ne tik nuo funkcijos reiksmiy to tasko aplinkoje,
bet ir nuo visy praeity funkcijos reiksmiy.
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Trupmeninés laipsninés eilutes

Tarkime, kad iSvestinés eilé yra a = % € Q. Nagrinékime funkcijas, skleidziamas eilutémis su
trupmeniniais laipsniais:

Caputo trupmeninés laipsninés eilutés

400 400 i
i Xn
Fl) =Y = v W) =
j=0 j=0

Caputo algebra

Caputo trupmeniniy laipsniniy eiluciy aibé €I, su standartinémis sudéties, daugybos i$ skaliaro
ir sandaugos operacijomis sudaro Caputo algebra virs C: ¢ F, = (°F,; +, -|C).
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Caputo isvestiné trupmenineéms laipsninéms eilutéms

Caputo iSvestiné bazinéms funkcijoms WJ-( )

. ap e e e . « . n . e .
Caputo %-osms eilés trupmeniné isvestiné bazinéms funkcijoms w} ) apibréziama taip:

CD(%)w(n) _ 0, j=0

j Wi, j=1,2,...

Caputo iSvestiné trupmeninéms laipsninéms eilutéms

Caputo a = %-osios eilés trupmeniné isvestiné funkcijai f (x) = ZJJ;OS’ vjwj("):
cpt/m\* o) K (n) S (n)
( o /n)) Flx) = < D! /n)> Doy =D vk

j=0 j=0
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kn
(C D(l/f')) s T

Pirmiausia nagrinékime specialia trupmeniniy diferencialiniy lyg¢iy (TDL) klase:

(0w y = Q).

kur Q(y) yra bet kokia analiziné funkcija.

k
.c(1/n)k” d®y et
Pastaba: (“D # Wk TDL sprendiniy aibé yra platesné nei atitinkamos k-tosios eilés
X

paprastosios diferencialinés lygties (PDL) sprendiniy aibé.
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kn
(CD(l/”)) -tipo TDL redukavimas j PDL (atvejis k = 1)

Nagrinékime atvejj k = 1:

Naudojant transformacija t = /x ir y(t) = y(t"), si TDL redukuojama j pirmos eilés PDL:
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kn
(CD(l/”)) -tipo TDL redukavimas j PDL (atvejis k = 2)

Nagrinékime atvejj k = 2:

=vj,j=1,...,2n—1.
x=0

Naudojant t = V/x, y(t) = y(t") ir ¢ = ﬁ Si lygtis redukuojama j antros eilés PDL:

1 d2)7 2n—1 . n—1 dj/\ 2n—1 )
s | g Zf(j—l)cjfj_z ~ et | 4r Z]‘«'jf/_l = Q(¥);

Jj=2
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kn
(CD(l/”)) -tipo TDL redukavimas j PDL (bendrasis atvejis)

Sias transformacijas galima apibendrinti. Nagrinékime:
cp/m)
( D ) y =Qy);

J .
y(0) = v, (CD(l/")> y =vj,j=1,...,kn—1.

x=0

Sig TDL galima transformuoti j k-tosios eilées PDL, naudojant t = /x:

dk/\ . dv dkfl’\
y:f<t7 7}/ 4 Vi,.--sVkn—1 |

dtk 4 dt 7 dtk-1”
~ dPy
y(O)—vo,@ =c,p=1...,k-1
t=
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k
(CDW")) _tipo TDL (1)

Pagrindinis $io tyrimo tikslas yra spresti TDL, turincias tokia forma:
cpa/m)*
( D ) y =F(x,y)

= i=1,... k-1
x=0

¥(0) =0, (CD(l/”))jy

Sprendinio konstravimo procesas priklauso nuo k, n ir funkcijos F formos. Detaliai istirsime 3ia
netiesing TDL:

2
(CD(1/3)> y = a0+ awy + ay;

y(0) =~0; DOy

x=0
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k
(C D<1/">) tipo TDL (2)

Nagrinékime Siuos du Kosi uzdavinius:

2
(CD(1/3)) y1 = a0+ aiy1 + asyl,

cp/3)

y1(0) = 7o; | =m.

x=0

6
(CD(1/3)) y2 = do + diys + days + days + days + U§3)(X),

j
y2(0) = vo; (cDu/s)) v =v,j=1,...,5

x=0

Cia ax,dj(k=0,1,2;1=0,...,4) € R, u£3)(x) yra trupmeniné laipsniné eiluté
3 o
uﬁ)(x) jroﬁj (),FJJER
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k
(C D(l/”)) _tipo TDL (3)

Abu Kosi uzdaviniai turi ta patj sprendinj y1 = yo =y = Z}fg fijj(3), jei galioja tam tikri
sarysiai. Pradinés salygos susiejamos tokiu budu:

Vo = 70;
Vi =71,

2.
Vo = 3o + a1vp + a2y

=
x

—2

-2
Vk = a1Vk—2 + a2 ( >Vst—2—s , k=3,4,5.

s

Il
o
wmw‘
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k
(C D(l/”)) _tipo TDL (4)

6
Taip pat, <CD(1/3)) -tipo TDL parametrai (dk) turi buti susieti su pradinés lygties parametrais

(ak):

do = 2a3a> + aoa; + 8apaiaz + 4aoas

di = 8agaiaz + lﬁaoa§ + a‘;' + 83532 + 4ala§
do = 8aga3 + Tasap + 24a1a5 + 4a>

ds = 122125 + 16a3

d4 = 623

(3)

Papildomas narys u,”’(x) iSreiSkiamas begaline trupmenine laipsnine eilute, kurios koeficientai
nutatomi i$ zinomy rekurentiniy sarysiy, gauty transformacijos eigoje.
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k
(CD(l/”)) -tipo TDL sprendimo schema (1)

k
Bendra metodologija <CD(1/”)) y = F(x,y) sprendimui:
kn
1. Transformuojame j <CD(1/”)> -tipo TDL:
k kn
Konvertuojame pradine (CD(l/”)) -tipo TDL j ekvivalencia (CD(l/”)> -tipo TDL:

kn
(CD(l/”)> y=G(x,y)+ uﬁk)(x).

2. Aproksimuojame liekamajj narj:

Aproksimuojame begaline eilute u)(,k)(x), pavyzdziui, imdami tik baigtinj jos nariy skaiciy.
3. Redukuojame j PDL:

Transformuojame aproksimuota (CD(l/”)>kn—tipo TDL j k-tos eilés PDL funkcijos y(t)

atzvilgiu naudojant keitinj t = /x.
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k
(CD(l/”)) -tipo TDL sprendimo schema (2)

4. Sprendziame PDL:
ISsprendziame gauty k-tos eilés PDL naudojant klasikinius skaitinius ar analitinius
metodus.

5. Grjztame prie originalios lygties sprendinio:
k
Gauname galutinj apytikslj pradinés (CD(l/”)> -tipo TDL sprendinj naudojant atvirkstinj

keitinj: y(x) = y(/x).
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2
Srgdes (Bl (C D<1/3>) _tipo TDL (1)

Nagrinékime 5} Kosi uzdavinj:

2 1 1 1
Ccn(1/3) _ - - -2
D =
( ) y=—g ity
1
y(0) =70 =15 DYy =m=o.
x=0
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2
Srgdes (Bl (C D<1/3>) _tipo TDL (2)

6
Pritaike transformacija, gauname (CD(1/3)) -tipo TDL:

6 4 1 13 5 3
C (1/3)) _ o+ 1 13 o5 23 3 4 (3)
D =
( y ot Y Ty tgr Ty tu (),

su pradinémis salygomis:

1

L ow=0, w=-3I 3707

—i000 v3=0, va=—5555 V=0

Vo =

(3)

Begalinés trupmeninés laipsninés eilutés nario u,”’(x) koeficientai pateikiami rekurentiniais
sarysiais.
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2
Srgdes (Bl (C D(1/3)> _tipo TDL (3)

6
Naudojant t = /x ir aproksimuojant uy ( 3 ~ Z Lo Kj r(14trjj/3) (CD(1/3)> -tipo TDL
redukuojama j antros eilés PDL:

LY ,dy 337t 3707t
dt2  “dt  600r(5/3) 6ooor(7/3)

:9t5(4 y B

9" 12 8 ST +J/3)>

~ 1 5
y(O)zl—O; j—{ =0.

2
Galutinis apytikslis pradinés (CD(1/3)> -tipo TDL sprendinys gaunamas pritaikius
y(x) = y(¥/x). Bendruoju atveju, didéjant N, paklaida tarp gautojo apytiksliojo ir tikrojo
sprendinio mazéja.
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2
Pavyzdys: Rikati (C D<1/3>) tipo TDL (4)

—R. Garrappa
N=1
—N=2
N=3
—N =4
—N=5
N=6
--N=7
N=28
--N=9
--N=10

pav.: Sprendiniai prie jvairiy N reikdmiy, palyginti su Garrappa skaitiniu TDL sprendimo metodu.
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1.

2.

k k
(CD(l/")> -tipo TDL gali buti transformuotos j ekvivalencias (CD(I/”)) n—tipo TDL.
Si transformacija jveda liekamajj narj u}(,k)(x) — begaline trupmenine laipsnine eilute, kurig
reikia aproksimuoti.
k
Gauta (CD(l/")> n—tipo TDL gali buti redukuota j k-tosios eilées PDL naudojant netiesine

laiko transformacija t = /x.

. Tai leidzia naudoti standartinius PDL sprendimo metodus (analitinius ar skaitinius)

k
apytiksliams pradinés (CD(l/”)> TDL sprendiniams rasti.
Galutinio TDL sprendinio tikslumas priklauso nuo liekamojo nario u}(,k)(x) aproksimacijos
tikslumo ir PDL sprendimo metodo tikslumo.
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A&t uz demes)!
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