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�io seminaro tikslas yra prat¦sti susipaºinim¡ su kvantiniu pasauliu.

Taip, jis gali b	uti keistas, prie²taraujantis m	usu� intuicijai.

Bet kai ²iek tiek geriau ²i� pasauli� paºi�stame, tai pamatome, kad
jame galioja pagrindin
e taisykl
e � jis paºinus ir valdomas (tiesa,
d
esniai gali mums pasirodyti keistoki, o kod
el jie tur
etu� b	uti
ºmon
ems lengvai suprantami?).
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Turime kvantin¦ b	usen¡

|ψ⟩ =
N−1∑
x=0

αx |x⟩ ,

ax ≥ 0, 0 ≤ x < N.

Kai atliekame matavim¡, tai su tikimybe |αx |2 gauname rezultat¡,
atitinkanti� x-¡j¡ baziniu� vektoriu� b	usen¡.

Sakykime, kad norime i²matuoti k-t¡j¡ b	usen¡.
Lov Grover 1996 pasi	ul
e id
ej¡, kuri yra gana akivaizdi, paprasta, bet
tikrai talentinga.

Prie² atliekant matavim¡ reikia modi�kuoti b	usenu� vektoriaus
koe�cientus taip, kad reikaling¡ b	usen¡ atitinkantis koe�cientas
taptu� esmingai didºiausias |αk |2 ≈ 1.

Toki¡ id
ej¡ Grover pritaik
e kvantinio paie²kos algoritmo sudarymui.
Tai ir bus m	usu� seminaro tikslas.
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�iandien sieksiu parodyti, kad ir kvantiniu� skai£iavimu� atveju
svarbiausias darbas yra sudaryti veiksmingus algoritmus ir juos
pagri�sti.

Kvantiniu� algoritmu� realizavimas irgi yra svarbus etapas, bet tai
galima efektyviai atlikti naudojant pvz. Qiskit i�rankius.
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Kvantinis informacijos paie²kos algoritmas

▶ Turime s¡ra²¡ argumento reik²miu� X = {0, 1, . . . , 2n − 1}.
Paºym
ekime N = 2n.

▶ Taip pat turime funkcij¡ f (x) ∈ {0, 1}, x ∈ X .

Reikia rasti tokius x ∈ X1 ⊂ X , kai f (x) = 1.

Funkcija f dar vadinama orakulu (Eng. oracle), ji apibr
eºia

vien¡ ar kelias "paºym
etas" bazines b	usenas.

▶ Nesutvarkytose aib
ese paie²kos algoritmu� sud
etingumas yra
O(N).
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Nagrin
ekime toki� svarbu� kriptogra�joje orakulo atveji�.

Populiarios simetrin
es ²ifravimo sistemos DES (Data Encryption
Standard) saugumas yra grindºiamas rakto K saugumu. �io rakto
ilgis yra 256 bitai.

Sakykime, kad per 10 sekundºiu� galime patikrinti 225 rakto
variantus (tai gana tikslus ²iuolaikiniu� asmenininiu� kompiuteriu�
skai£iavimo paj
egumo i�vertis).

Tada visu� variantu� patikrinimas uºtruks 10× 231 sekundes, taigi
ilgiau nei 700 metu�.
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Kvantinio Groverio algoritmo sud
etingumas yra O(
√
N) (tuo

i�sitikinsime ²iame seminare).

Tarkime, kad m	usu� kvantinio kompiuterio skai£iavimo greitis yra
toks pat, kaip ir standartinio kompiuterio.

Tada rakto paie²kai reik
es atlikti tik 228 algoritmo ciklus ir tai
uºtruks tik 80 sekundºiu�.
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Kvantinis orakulo funkcijos f skai£iavimo operatorius

Tarkime, kad ºinome klasikini� f skai£iavimo algoritm¡.

Priminsime, kaip tada sukonstruojame kvantini� ²ios funkcijos
skai£iavimo operatoriu�

Uf (x , ϕ) : |x , ϕ⟩ → |x , ϕ⊕ f (x)⟩ ,

£ia |x , f (x)⟩ = |x⟩ ⊗ |f (x)⟩,

o |ϕ⟩ yra m	usu� pasirinktas papildomas kubitas.
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Groverio algoritmo bendroji schema

▶ Generuojame visu� n kubitu� superpozicij¡ Hilberto vektorin
eje
erdv
eje (toki¡ operacij¡ jau daug kartu� atlikome ankstesniuose
seminaruose):

|ψ⟩ = 1√
N

N−1∑
x=0

|x⟩ .

▶ Apskai£iuojame operatoriaus Uf vaizd¡ � tai tik vienas
kvantinio algoritmo veiksmas

Uf : |ψ, 0⟩ → 1√
N

N−1∑
x=0

|x , f (x)⟩ .
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Uf : |ψ, 0⟩ → 1√
N

N−1∑
x=0

|x , f (x)⟩ .

Pasirinkome pagalbini� kubit¡ |ϕ⟩ = |0⟩, tai n
era galutinis m	usu�
pasirinkimas, bet jis pad
es lengviau suprasti paie²kos algoritm¡.

Jau ºinome f reik²mes visose b	usenose, taigi suradome ir mus
dominan£ius ta²kus x ∈ X1.

Bet, jeigu dabar atliksime matavim¡, tai suºinosime f (x) reik²m¦
atsitiktinai parinktame ta²ke (kod
el?) ir neteksime informacijos apie
f (x) reik²mes visuose kituose ta²kuose.
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Pasiruo²imas matavimo operacijai

Turime kvantin¦ b	usen¡

|ψ⟩ =
N−1∑
x=0

αx |x⟩ ,

ax ≥ 0, 0 ≤ x < N.

Pakei£iame amplitudºiu� ºenklus:

αx =

{
αx , jeigu f (x) = 0,

−αx , jeigu f (x) = 1.
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Toki¡ operacij¡ atliekanti� kvantini� operatoriu� ºym
ekime

Zf : |x⟩ → (−1)f (x) |x⟩ .
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Atliekame inversijos transformacij¡ vidurkio atºvilgiu.

�ia pateikiame matematini� transformacijos apibr
eºim¡, panaudojant
paprastus atvaizdºius.

Skai£iuojame vidurki�

A =
1
N

N−1∑
x=0

αx

ir atliekame transformacij¡

αx := 2A− αx , x = 0, . . . ,N − 1.
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Kaip pavyzdi� nagrin
ekime pirmosios Groverio algoritmo iteracijos
vykdym¡.

Tarkime, kad f (xk) = 1, o visuose kituose ta²kuose f (xj) = 0.

Taip pat tarkime, kad pradiniu momentu visi koe�cientai yra
teigiami αx > 0 ir vienodi.
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Atlikus vien¡ iteracij¡ αk ≈ 3αx , x ̸= k .

Po antros iteracijos koe�cientas αk dar padid
eja kitu� koe�cientu�
atºvilgiu αk ≈ 5αx , x ̸= k .

Atlikus π
8

√
N iteraciju� α2

k ≈
∑

j ̸=k α
2
j .

Po π
4

√
N iteraciju� α2

k ≈ 1− 1
N .

Toliau didinant iteraciju� skai£iu� koe�cientu� pasiskirstymas v
el art
eja
prie pradinio tolygaus pasiskirstymo.
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Nagrin
ekime pavyzdi�: n = 6, N = 64. Tada gauname tokias
tikimybes, kad i²matuosime reikaling¡ kubit¡

it = 0 p = 0.015625,

it = 1 p = 0.134827,

it = 2 p = 0.343895,

it = 3 p = 0.59138,

it = 6 p = 0.996586,

it = 12 p = 7.05e − 05.
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Atlik¦ t Groverio algoritmo iteraciju�, matuojame paskutinio kubito
reik²m¦. Jeigu gauname vienet¡, tai turime Hilberto poerdvi�

1√
2k

k∑
i=1

|xi , 1⟩ .

I²matav¦ likusius kubitus gauname vien¡ i² ie²komu� sprendiniu�
xi ∈ X1.

Jeigu matuodami paskutini� kubit¡ gauname nulin¦ reik²m¦, tai
kartojame skai£iavimus.
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Jau suºinojote visus pagrindinius Groverio algoritmo ºingsnius.

Tikiu, kad tokios informacijos Jums visgi neuºtenka. Norite suºinoti
ne tik, kas bus, bet ir kod
el.

Dabar atliksime ir pilnesn¦ matematin¦ analiz¦, ai²kinan£i¡ ²io
algoritmo veikim¡.

Matematika £ia n
era sud
etinga, nors ji ir skirta kvantin
es
mechanikos procesu� aptarimui.

Labai svarbus lieka ir klausimas, kaip bendruoju atveju, kai gali
egzistuoti ir daugiau nei viena "paºym
eta" b	usena, parenkame
optimalu� iteraciju� skai£iu�.
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�enklu� pakeitimo transformacija

Pateiksime universalu� ir efektyvu� b	ud¡, kaip atlikti ²i¡
transformacij¡. Tai pirmoji dalis bendro Groverio algoritmo.

Imkime toki� kontrolini� kubit¡, ji� naudosime skai£iuodami orakulo
operatoriu�:

|ϕ⟩ = H |1⟩ = 1√
2
(|0⟩ − |1⟩).

Paºym
ekime X0 aib¦ b	usenu� x ∈ X , kur f (x) = 0, ir X1 aib¦, kur
f (x) = 1.
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Skai£iuokime funkcijos vaizd¡

Uf (|ψ, ϕ⟩) =
N−1∑
x=0

αxUf |x , ϕ⟩ =
∑
x∈X0

αxUf |x , ϕ⟩+
∑
x∈X1

αxUf |x , ϕ⟩

=
1√
2

( ∑
x∈X0

αx |x , 0⊕ 0⟩ −
∑
x∈X0

αx |x , 1⊕ 0⟩+
∑
x∈X1

αx |x , 0⊕ 1⟩

−
∑
x∈X1

αx |x , 1⊕ 1⟩
)
=
∑
x∈X0

αx |x , ϕ⟩+
∑
x∈X1

(−αx) |x , ϕ⟩ .

Panaudodami operatoriu� Zf galime taupiai uºra²yti ²i� rezultat¡:

Zf |ψ⟩ =
∑
x∈X0

αx |x⟩ −
∑
x∈X1

αx |x⟩ .
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Inversijos transformacija

Dabar aptarsime, kaip galima atlikti inversijos transformacij¡:

D :
N−1∑
x=0

αx |x⟩ →
N−1∑
x=0

(2A− αx) |x⟩ ,

A =
1
N

N−1∑
x=0

αx .

Tai atlieka operatorius (kol kas tai tik matematinis apibr
eºimas)

D =


2
N − 1 2

N · · · 2
N

2
N

2
N − 1 · · · 2

N
· · · · · · · · · · · ·
2
N

2
N · · · 2

N − 1

 .

Nesunku patikrinti, kad D yra unitarusis:

D = D†, DD = I .
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Taip pat apibr
eºiame dar vien¡ pana²u� operatoriu�, kuris irgi
pakei£ia kvantiniu� baziniu� b	usenu� amplitudºiu� ºenklus

ZOR : |x⟩ →

{
|x⟩ , x = 0n,

− |x⟩ , x ̸= 0n.

Nesunku patikrinti, kad ZOR yra diagonalinis ir irgi unitarusis.

Transformacij¡ D realizuojame taip:

D = H⊗n ZOR H⊗n, n = logN.
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Tada Groverio operatoriu� G uºra²ome taip:

G = H⊗n ZOR H⊗n Zf .

Parodysime, kad ²is operatorius veikia tik dvimati� visu� kvantiniu�
baziniu� b	usenu� rinkini� ir tod
el gali b	uti apra²ytas 2× 2 dydºio
matrica (tai ir yra pagrindin
e informacija, leidºianti i²tirti Groverio
algoritmo savybes).

Apibr
eºiame dvi nepriklausomas kvantiniu� b	usenu� superpozicijas

|ψ0⟩ =
1√
|X0|

∑
x∈X0

|x⟩ , |ψ1⟩ =
1√
|X1|

∑
x∈X1

|x⟩ .
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Tada gauname jau min
et¡ dvieju� vektoriniu� strukt	uru� tiesin¦
kombinacij¡:

|ψ⟩ = 1√
N

N−1∑
x=0

|x⟩ =
√

|X0|
N

|ψ0⟩+
√

|X1|
N

|ψ1⟩ .

Pirmasis rezultatas yra trivialus

Zf |ψ0⟩ = |ψ0⟩ , Zf |ψ1⟩ = − |ψ1⟩ .
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Operatoriu� ZOR galime i²reik²ti ir taip (patikrinte patys, tai labai
paprastas pratimas):

ZOR = 2 |0n⟩ ⟨0n| − I .

Tada transformacij¡ vidurkio atºvilgiu galime uºra²yti:

H⊗n ZOR H⊗n = 2 |ψ⟩ ⟨ψ| − I ,

o Groverio transformacij¡

G =
(
2 |ψ⟩ ⟨ψ| − I

)
Zf .
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Atlik¦ nesud
etingus algebros skai£iavimus, gauname

G |ψ0⟩ =
|X0| − |X1|

N
|ψ0⟩+

2
√
|X0| · |X1|
N

|ψ1⟩ ,

G |ψ1⟩ = −
2
√

|X0| · |X1|
N

|ψ0⟩+
|X0| − |X1|

N
|ψ1⟩ .

�i� operatoriu� atitinkanti 2× 2 dydºio matrica M yra apibr
eºiama
taip

mij = ⟨ψi |G |ψj⟩ , 0 ≤ i , j ≤ 1,

ji yra tokia

M =

 |X0|−|X1|
N −2

√
|X0|·|X1|
N

2
√

|X0|·|X1|
N

|X0|−|X1|
N

 .
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Nagrin
edami kvantiniu� unitariu�ju� transformaciju� geometrines
interpretacijas matome, kad jos apibr
eºia pos	ukius, taip yra ir M
atveju:

M =


√

|X0|
N −

√
|X1|
N√

|X1|
N

√
|X0|
N


2

=

(
cos(2θ) − sin(2θ)

sin(2θ) cos(2θ)

)
,

£ia

θ = sin−1

(√
|X1|
N

)
.

Pradin¦ b	usen¡ turime toki¡

|ψ⟩ = cos(θ) |ψ0⟩+ sin(θ) |ψ1⟩ .

Tada viena Groverio iteracija pasuka ²i� vektoriu� kampu (2θ):

G |ψ⟩ = cos(3θ) |ψ0⟩+ sin(3θ) |ψ1⟩ .
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Atlikus dvi iteracijas gauname kvantin¦ b	usen¡

G 2 |ψ⟩ = cos(5θ) |ψ0⟩+ sin(5θ) |ψ1⟩ ,

o po t iteraciju�:

G t |ψ⟩ = cos((2t + 1)θ) |ψ0⟩+ sin((2t + 1)θ) |ψ1⟩ .

Patikrinkime, kad jeigu turime kvantin¦ b	usen¡

|ψ⟩ = α |ψ0⟩+ β |ψ1⟩ =
α√
|X0|

∑
x∈X0

|x⟩+ β√
|X1|

∑
x∈X1

|x⟩

tai tikimyb
e i²matuoti kuri¡ nors b	usen¡ x ∈ X1 yra lygi |β|2.
Pagal apibr
eºim¡, tikimyb
e i²matuoti kaºkuri¡ konkre£i¡ b	usen¡
x ∈ X1 yra lygi |β|2/|X1|, o tokiu� b	usenu� skai£ius |X1|.
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Groverio artinys po t iteraciju� yra toks:

G t |ψ⟩ = cos((2t + 1)θ) |ψ0⟩+ sin((2t + 1)θ) |ψ1⟩ .

taigi tikimyb
e i²matuoti kuri¡ nors b	usen¡ x ∈ X1 yra lygi

sin2
(
(2t + 1)θ

)
.

Norint, kad ²i tikimyb
e b	utu� maksimali, o iteraciju� skai£ius b	utu�
minimalus, reikia imti toki� iteraciju� skai£iu� (nat	uralusis skai£ius),
kuris yra artimiausias

(2t + 1)θ =
π

2
→ t =

π

4θ
− 1

2
→ t = ⌊ π

4θ
⌋.

Jei turime tik vien¡ element¡ aib
eje X1, tai

θ = sin−1

(√
1
N

)
≈
√

1
N

→ t ≈ π

4

√
N.
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(√
1
N

)
≈
√
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√
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