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Sio seminaro tikslas yra pratesti susipazinima su kvantiniu pasauliu.
Taip, jis gali buti keistas, priestaraujantis musy intuicijai.

Bet kai Siek tiek geriau §j pasaulj pazjstame, tai pamatome, kad
jame galioja pagrindiné taisyklé — jis pazinus ir valdomas (tiesa,
desniai gali mums pasirodyti keistoki, o kodél jie turéty buti
Zmonéms lengvai suprantami?).
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Turime kvantine buseng

N—-1
) =3 axlx),
x=0

x>0, 0<x<N.
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Turime kvantine buseng

N—-1

|’11Z)> = Zax ’X>a
x=0

x>0, 0<x<N.

Kai atliekame matavima, tai su tikimybe |a,|? gauname rezultata,
atitinkantj x-aja baziniy vektoriy busena.
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Turime kvantine buseng

N-1
[9) =D axlx),
x=0
ax >0, 0<x<N.
Kai atliekame matavima, tai su tikimybe |a,|? gauname rezultata,
atitinkantj x-aja baziniy vektoriy busena.

Sakykime, kad norime iSmatuoti k-t3ja busena.
Lov Grover 1996 pasiule ideja, kuri yra gana akivaizdi, paprasta, bet
tikrai talentinga.
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Turime kvantine buseng

N-1

|’11Z)> = Zax ’X>a
x=0

ax >0, 0<x<N.

Kai atliekame matavima, tai su tikimybe |a,|? gauname rezultata,
atitinkantj x-aja baziniy vektoriy busena.

Sakykime, kad norime iSmatuoti k-t3ja busena.
Lov Grover 1996 pasiule ideja, kuri yra gana akivaizdi, paprasta, bet
tikrai talentinga.

Pries atliekant matavima reikia modifikuoti buseny vektoriaus
koeficientus taip, kad reikalinga busena atitinkantis koeficientas
tapty esmingai didziausias | |? ~ 1.
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Turime kvantine buseng

N-1

|’11Z)> = Zax ‘X>a
x=0

ax >0, 0<x<N.

Kai atliekame matavima, tai su tikimybe |a,|? gauname rezultata,
atitinkantj x-aja baziniy vektoriy busena.

Sakykime, kad norime iSmatuoti k-t3ja busena.
Lov Grover 1996 pasiule ideja, kuri yra gana akivaizdi, paprasta, bet
tikrai talentinga.

Pries atliekant matavima reikia modifikuoti buseny vektoriaus
koeficientus taip, kad reikalinga busena atitinkantis koeficientas
tapty esmingai didziausias | |? ~ 1.

Tokia ideja Grover pritaiké kvantinio paieskos algoritmo sudarymui.
Tai ir bus musy seminaro tikslas.
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Siandien sieksiu parodyti, kad ir kvantiniy skaiGiavimy atveju
svarbiausias darbas yra sudaryti veiksmingus algoritmus ir juos
pagrjsti.
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Siandien sieksiu parodyti, kad ir kvantiniy skaiGiavimy atveju
svarbiausias darbas yra sudaryti veiksmingus algoritmus ir juos
pagrjsti.

Kvantiniy algoritmy realizavimas irgi yra svarbus etapas, bet tai
galima efektyviai atlikti naudojant pvz. Qiskit jrankius.
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Kvantinis informacijos paieskos algoritmas

» Turime sarasa argumento reikSmiy X = {0,1,...,2" —1}.
Pazymékime N = 2".
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Kvantinis informacijos paieskos algoritmas

» Turime sarasa argumento reikSmiy X = {0,1,...,2" —1}.
Pazymékime N = 2".

» Taip pat turime funkcija f(x) € {0,1}, x € X.
Reikia rasti tokius x € X; C X, kai f(x) = 1.
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Kvantinis informacijos paieskos algoritmas

» Turime sarasa argumento reikSmiy X = {0,1,...,2" —1}.
Pazymékime N = 2".

» Taip pat turime funkcija f(x) € {0,1}, x € X.
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Kvantinis informacijos paieskos algoritmas
» Turime sarasa argumento reikSmiy X = {0,1,...,2" —1}.
Pazymékime N = 2".
» Taip pat turime funkcija f(x) € {0,1}, x € X.
Reikia rasti tokius x € X; C X, kai f(x) = 1.

Funkcija f dar vadinama orakulu (Eng. oracle), ji apibréZia
vieng ar kelias "pazymétas" bazines busenas.
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Kvantinis informacijos paieskos algoritmas
» Turime sarasa argumento reikSmiy X = {0,1,...,2" —1}.
Pazymékime N = 2".
» Taip pat turime funkcija f(x) € {0,1}, x € X.
Reikia rasti tokius x € X; C X, kai f(x) = 1.

Funkcija f dar vadinama orakulu (Eng. oracle), ji apibréZia
vieng ar kelias "pazymétas" bazines busenas.

» Nesutvarkytose aibése paieskos algoritmy sudétingumas yra

O(N).
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Nagrinékime tokj svarby kriptografijoje orakulo atvejj.

Populiarios simetrinés Sifravimo sistemos DES (Data Encryption
Standard) saugumas yra grindziamas rakto K saugumu. Sio rakto
ilgis yra 25 bitai.
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Nagrinékime tokj svarby kriptografijoje orakulo atvejj.

Populiarios simetrinés Sifravimo sistemos DES (Data Encryption
Standard) saugumas yra grindziamas rakto K saugumu. Sio rakto
ilgis yra 25 bitai.

Sakykime, kad per 10 sekundziy galime patikrinti 2% rakto
variantus (tai gana tikslus Siuolaikiniy asmenininiy kompiuteriy

skaiiavimo pajégumo jvertis).
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Nagrinékime tokj svarby kriptografijoje orakulo atvejj.

Populiarios simetrinés Sifravimo sistemos DES (Data Encryption
Standard) saugumas yra grindziamas rakto K saugumu. Sio rakto
ilgis yra 25 bitai.

Sakykime, kad per 10 sekundziy galime patikrinti 2% rakto
variantus (tai gana tikslus Siuolaikiniy asmenininiy kompiuteriy
skaiiavimo pajégumo jvertis).

Tada visy varianty patikrinimas uztruks 10 x 23! sekundes, taigi

ilgiau nei 700 mety.
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Kvantinio Groverio algoritmo sudétingumas yra O(v/N) (tuo
jsitikinsime Siame seminare).
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Kvantinio Groverio algoritmo sudétingumas yra O(v/N) (tuo
jsitikinsime Siame seminare).

Tarkime, kad musy kvantinio kompiuterio skaiiavimo greitis yra
toks pat, kaip ir standartinio kompiuterio.

Tada rakto paieskai reikés atlikti tik 228 algoritmo ciklus ir tai
uztruks tik 80 sekundziy.
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Kvantinis orakulo funkcijos f skai¢iavimo operatorius

Tarkime, kad zinome klasikinj f skai¢iavimo algoritma.
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Kvantinis orakulo funkcijos f skai¢iavimo operatorius
Tarkime, kad zinome klasikinj f skai¢iavimo algoritma.

Priminsime, kaip tada sukonstruojame kvantinj Sios funkcijos
skaiCiavimo operatoriy

Uf(X7¢) : |X7¢> - |X,¢)@f(x)>,

Cia |x, f(x)) = |x) ® |f(x)),

o |¢) yra musy pasirinktas papildomas kubitas.

R. Ciegis Kvantiniai algoritmai



Groverio algoritmo bendroji schema

» Generuojame visy n kubity superpozicija Hilberto vektoringje
erdvéje (tokia operacija jau daug karty atlikome ankstesniuose
seminaruose):
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Groverio algoritmo bendroji schema
» Generuojame visy n kubity superpozicija Hilberto vektoringje

erdvéje (tokia operacija jau daug karty atlikome ankstesniuose
seminaruose):

L N
) = m; [x) -

> Apskai¢iuojame operatoriaus Ur vaizdg — tai tik vienas
kvantinio algoritmo veiksmas

Ur : |¢, O> —
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=
R

Ur: [,0) — %, F(x)) -

5
Il

X
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1 N—-1
U [9,0) — m;o\x,f(x».

Pasirinkome pagalbinj kubitg |¢) = |0), tai néra galutinis musy
pasirinkimas, bet jis padés lengviau suprasti paieskos algoritma.
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N—-1
1
Ur : 00—  — x, f(x)) .
0.0 = Do)
Pasirinkome pagalbinj kubitg |¢) = |0), tai néra galutinis musy
pasirinkimas, bet jis padés lengviau suprasti paieskos algoritma.

Jau zinome f reik§mes visose busenose, taigi suradome ir mus
dominandius taskus x € Xj.
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1 N—-1
Ur:  [,0) — m;o\x,f(x».

Pasirinkome pagalbinj kubitg |¢) = |0), tai néra galutinis musy
pasirinkimas, bet jis padés lengviau suprasti paieskos algoritma.

Jau zinome f reik§mes visose busenose, taigi suradome ir mus
dominandius taskus x € Xj.

Bet, jeigu dabar atliksime matavima, tai suzinosime f(x) reiksme
atsitiktinai parinktame taske (kodél?) ir neteksime informacijos apie
f(x) reiksmes visuose kituose taskuose.
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PasiruoSimas matavimo operacijai

Turime kvantine buseng

N—-1

|7;Z)> = Zax ’X>,
x=0

ax >0, 0<x<N.

Pakei¢iame amplitudziy zenklus:

ay, jeigu f(x) =0,
Qy =
—ay, jeigu f(x) =1.
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Tokia operacija atliekantj kvantinj operatoriy Zymékime

Zeo X)) = (1) x).
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Atliekame inversijos transformacija vidurkio atzvilgiu.

Cia pateikiame matematinj transformacijos apibrézima, panaudojant
paprastus atvaizdZzius.

Skaiciuojame vidurkj

ir atliekame transformacija

ax :=2A—ayx, x=0,...,N—1.
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Kaip pavyzdj nagrinékime pirmosios Groverio algoritmo iteracijos
vykdyma.

Tarkime, kad f(xx) =1, o visuose kituose taskuose f(x;) = 0.

Taip pat tarkime, kad pradiniu momentu visi koeficientai yra
teigiami a, > 0 ir vienodi.
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Atlikus vieng iteracija oy = 3oy, x # k.
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Atlikus vieng iteracija oy = 3oy, x # k.

Po antros iteracijos koeficientas « dar padidéja kity koeficienty
atzvilgiu oy ~ bay, x # k.
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Atlikus vieng iteracija oy = 3oy, x # k.

Po antros iteracijos koeficientas « dar padidéja kity koeficienty
atzvilgiu oy ~ 5ay, x # k.
Atlikus F+/N iteracijy o} ~ 3, o7,

Po 7V N iteracijy aj, ~ 1 — 4.
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Atlikus vieng iteracija oy = 3oy, x # k.

Po antros iteracijos koeficientas « dar padidéja kity koeficienty
atzvilgiu o ~ 5ay, x # k.

. . . 2 ~ 2
Atlikus g\/N iteracijy o & ), .

Po %\/N iteracijy ai ~1-— %

Toliau didinant iteracijy skaiCiy koeficienty pasiskirstymas vél artéja
prie pradinio tolygaus pasiskirstymo.
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Nagrinékime pavyzdj: n =6, N = 64. Tada gauname tokias
tikimybes, kad iSmatuosime reikalinga kubita

it=0 p=0.015625,
it=1 p=0.134827,
it=2 p=0.343895,
it=3 p=0.59138,
it=6 p=0.996586,
it=12 p=7.05e—05.
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Atlike t Groverio algoritmo iteracijy, matuojame paskutinio kubito
reikSme. Jeigu gauname vieneta, tai turime Hilberto poerdy;)

1k
— ) xi,1).
v2kig
ISmatave likusius kubitus gauname vieng is ieskomy sprendiniy
X; € X1.

Jeigu matuodami paskutinj kubita gauname nuline reiksme, tai
kartojame skaiiavimus.
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Jau suzinojote visus pagrindinius Groverio algoritmo Zingsnius.
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Jau suzinojote visus pagrindinius Groverio algoritmo Zingsnius.

Tikiu, kad tokios informacijos Jums visgi neuztenka. Norite suzinoti
ne tik, kas bus, bet ir kodel.
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Jau suzinojote visus pagrindinius Groverio algoritmo Zingsnius.

Tikiu, kad tokios informacijos Jums visgi neuztenka. Norite suzinoti
ne tik, kas bus, bet ir kodel.

Dabar atliksime ir pilnesne matematine analize, aiskinancia $io
algoritmo veikima.

Matematika €ia néra sudétinga, nors ji ir skirta kvantinés
mechanikos procesy aptarimui.
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Jau suzinojote visus pagrindinius Groverio algoritmo Zingsnius.

Tikiu, kad tokios informacijos Jums visgi neuztenka. Norite suzinoti
ne tik, kas bus, bet ir kodel.

Dabar atliksime ir pilnesne matematine analize, aiskinancia $io
algoritmo veikima.

Matematika €ia néra sudétinga, nors ji ir skirta kvantinés
mechanikos procesy aptarimui.

Labai svarbus lieka ir klausimas, kaip bendruoju atveju, kai gali
egzistuoti ir daugiau nei viena "pazyméta" busena, parenkame
optimaly iteracijy skaiCiy.

Matome, kad reikalinga issamesné TEORIJA, pagrindZianti Groverio
algoritma.

R. Ciegis Kvantiniai algoritmai



Zenkly pakeitimo transformacija

Pateiksime universaly ir efektyvy buda, kaip atlikti Sia
transformacija. Tai pirmoji dalis bendro Groverio algoritmo.
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Zenkly pakeitimo transformacija

Pateiksime universaly ir efektyvy buda, kaip atlikti Sia
transformacija. Tai pirmoji dalis bendro Groverio algoritmo.

Imkime tokj kontrolinj kubita, jj naudosime skai¢iuodami orakulo
operatoriy:

1
V2

Pazymékime Xp aibe buseny x € X, kur f(x) =0, ir Xj aibe, kur
f(x)=1.

[9) = HI1) = —=(10) — |1)).
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Skai€iuokime funkcijos vaizda

N—-1
Ur([h, ) = >~ axclUr |x,0) = > onUr Ix, ) + Y axcUs |x, )
x=0

x€Xo xEX1

zé(Zaxlx,O@O% Y o180+ > axlx,081)

x€Xo x€Xo xeX1
D adten)) =Y adx o)+ Y (—a) x,6).
xeXy xeXp xeXi
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Skai€iuokime funkcijos vaizda

N—-1
Ur([h, ) = >~ axclUr |x,0) = > onUr Ix, ) + Y axcUs |x, )
x=0

x€Xo xEX1
1
:ﬁ( Z ax |x,0®0) — Z ax |x,1®0) + Z ax |x, 0@ 1)
xeXo xEXo xEXy
=) o} 1@1)) =D aclx )+ > (—ax) |x, ).
x€Xy x€Xo xeXy

Panaudodami operatoriy Zr galime taupiai uzrasyti §j rezultata:

Zelp) = ) axlx) = D axlx).

x€Xo x€X1
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Inversijos transformacija

Dabar aptarsime, kaip galima atlikti inversijos transformacija:
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Inversijos transformacija

Dabar aptarsime, kaip galima atlikti inversijos transformacija:

N—-1 N-1
D Do) o D (RA—a) Ix),
x=0 x=0
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Inversijos transformacija

Dabar aptarsime, kaip galima atlikti inversijos transformacija:

N—-1 N-1
D Do) o D (RA—a) Ix),
x=0 x=0

Tai atlieka operatorius (kol kas tai tik matematinis apibrézimas)

2 1 2 2
N N N
2 274 2

D — N N N
2 2 2
N N N
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Inversijos transformacija

Dabar aptarsime, kaip galima atlikti inversijos transformacija:

N—-1 N-1
D Do) o D (RA—a) Ix),
x=0 x=0

=
A= N Z Q.
x=0
Tai atlieka operatorius (kol kas tai tik matematinis apibrézimas)
2 2 2
vnol oW N
2 24 2
D — N N N
2 2 2
N N v 1

Nesunku patikrinti, kad D yra unitarusis:

D=D' DD=I.
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Taip pat apibréziame dar viena panasy operatoriy, kuris irgi
pakeiia kvantiniy baziniy buseny amplitudziy zenklus

Ix), x=10",

Zor: |x) — {_’X% x4 0",

Nesunku patikrinti, kad Zpgr yra diagonalinis ir irgi unitarusis.
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Taip pat apibréziame dar viena panasy operatoriy, kuris irgi
pakeiia kvantiniy baziniy buseny amplitudziy zenklus

’X>7 x = 0",

Zor: |x) — {_’X% x4 0",

Nesunku patikrinti, kad Zpgr yra diagonalinis ir irgi unitarusis.

Transformacija D realizuojame taip:

D = H®" Zog H®", n = log N.
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Tada Groverio operatoriy G uzraSome taip:

G = H®" Zog H®" Z;.
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Tada Groverio operatoriy G uzraSome taip:

G = H®" Zop H®" Z;.

Parodysime, kad Sis operatorius veikia tik dvimatj visy kvantiniy
baziniy buseny rinkinj ir todél gali buti aprasytas 2 x 2 dydzio
matrica (tai ir yra pagrindiné informacija, leidzianti istirti Groverio
algoritmo savybes).
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Tada Groverio operatoriy G uzraSome taip:

G = H®" Zop H®" Z;.

Parodysime, kad Sis operatorius veikia tik dvimatj visy kvantiniy
baziniy buseny rinkinj ir todél gali buti aprasytas 2 x 2 dydzio
matrica (tai ir yra pagrindiné informacija, leidzianti istirti Groverio
algoritmo savybes).

Apibréziame dvi nepriklausomas kvantiniy buseny superpozicijas

) = Z| Y1) = JITZ‘

XGXO xEX1
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Tada gauname jau minétg dviejy vektoriniy struktury tiesine
kombinacija:

N—
Z D] o) +4/ 2 .
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Tada gauname jau minétg dviejy vektoriniy struktury tiesine
kombinacija:

N—
Z D] o) +4/ 2 .

Pirmasis rezultatas yra trivialus

Zs [tho) = |vo),  Zr 1) = —¢1).
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Operatoriy Zor galime isreiksti ir taip (patikrinte patys, tai labai
paprastas pratimas):

Zor =2[07) (0" — /.

R. Ciegis Kvantiniai algoritmai



Operatoriy Zor galime isreiksti ir taip (patikrinte patys, tai labai
paprastas pratimas):

Zor =2[07) (0" — /.
Tada transformacija vidurkio atzvilgiu galime uzrasyti:

H®" Zog H" = 2[4) (4] — 1,
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Operatoriy Zor galime isreiksti ir taip (patikrinte patys, tai labai
paprastas pratimas):

Zor =2[07) (0" — /.
Tada transformacija vidurkio atzvilgiu galime uzrasyti:
H®" Zor H®" = 2[¢) (] — 1,
o Groverio transformacija

G = (2|4) (| - 1) Zr.
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Atlike nesudetingus algebros skai¢iavimus, gauname

X X Xol - | X

G lio) = LRIl gy o 2VPRE T, )
24/ Xo] - | X X X

G |¢y) = _|‘;\L|1’ o) + M 1) .

Sj operatoriy atitinkanti 2 x 2 dydzio matrica M yra apibréziama
taip

mjj = (il Gl¢), 0<ij<1,
ji yra tokia

Xol—=1Xal  _ 2v/IXol-[X4]
N N
24/ X0l Xa] | Xo|—|Xa]
N N

M =

R. Ciegis Kvantiniai algoritmai



Nagrinédami kvantiniy unitariyjy transformacijy geometrines
interpretacijas matome, kad jos apibrézia posukius, taip yra ir M

atveju:
2
% —\/ % cos(20) —sin(20)
M = = s
Xl Xl sin(20)  cos(26)
N N
Cia

. X1
o =sint (/)
sin ( N )
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Nagrinédami kvantiniy unitariyjy transformacijy geometrines
interpretacijas matome, kad jos apibrézia posukius, taip yra ir M

atveju:
2
% —\/ % cos(20) —sin(20)
M = = s
Xl Xl sin(20)  cos(26)
N N
Cia

. X1
o =sint (/)
sin ( N )

Pradine buseng turime tokia

|¢h) = cos(0) [¢bo) + sin(0) [¢1) -

Tada viena Groverio iteracija pasuka §j vektoriy kampu (26):

G [¢)) = cos(30) [tho) + sin(30) |¢)1) .
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Atlikus dvi iteracijas gauname kvantine buseng

G?|¢) = cos(50) [to) + sin(56) |v1) ,

0 po t iteracijy:

G |¢)) = cos((2t +1)0) [vho) + sin((2t +1)0) [¢h1) .
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Atlikus dvi iteracijas gauname kvantine buseng
G [¢) = cos(50) [1hg) + sin(50) [¢1) .
0 po t iteracijy:
G [1h) = cos((2t +1)0) [¢ho) + sin((2t +1)0) [¢)1) .

Patikrinkime, kad jeigu turime kvantine buseng

W) = alibo) + B 1) = mZ| JWZH

XEXO x€EX3

tai tikimybé ismatuoti kuria nors biiseng x € Xy yra lygi |5]°.
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Atlikus dvi iteracijas gauname kvantine buseng
G [¢) = cos(50) [1hg) + sin(50) [¢1) .
0 po t iteracijy:
G [1h) = cos((2t +1)0) [¢ho) + sin((2t +1)0) [¢)1) .

Patikrinkime, kad jeigu turime kvantine buseng

) = alyo) + B i) = WX§O| \/X—lxgll

tai tikimybé ismatuoti kuria nors biiseng x € Xy yra lygi |5]°.
Pagal apibrézima, tikimybé iSmatuoti kazkurig konkrecig busena
x € X1 yra lygi |8]?/|X1], o tokiy buseny skai&ius |Xi]|.
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Groverio artinys po t iteracijy yra toks:
G' |vh) = cos((2t + 1)8) |1o) + sin((2t + 1)) |41) .
taigi tikimybé iSmatuoti kurig nors buseng x € Xj yra lygi

sin? ((2t +1)6).
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Groverio artinys po t iteracijy yra toks:
G [¢h) = cos((2t +1)0) [oo) + sin((2t +1)8) [¢1) -
taigi tikimybé iSmatuoti kurig nors busena x € Xj yra lygi
sin? ((2t +1)6).
Norint, kad 3i tikimybé buty maksimali, o iteracijy skaicius buty

minimalus, reikia imti tokj iteracijy skai€iy (naturalusis skaicius),
kuris yra artimiausias

(2t—|—1)9:E - t=——-= = t=|—]
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Groverio artinys po t iteracijy yra toks:
G* [1h) = cos((2t +1)0) [¢ho) +sin((2t +1)0) [¢)1) .
taigi tikimybé iSmatuoti kurig nors busena x € Xj yra lygi
sin? ((2t +1)6).

Norint, kad 3i tikimybé buty maksimali, o iteracijy skaicius buty
minimalus, reikia imti tokj iteracijy skai€iy (naturalusis skaicius),
kuris yra artimiausias
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Jei turime tik viena elementa aibéje X, tai

1 1 T
=sin~! — |~ = — t=x=-—- .
0 = sin (”N) ”N t 4\/N
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Jei turime s potencialiy sprendiniy, tai

6 = sin~? 2) =T T N
B N 400 T4V s
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Jei turime s potencialiy sprendiniy, tai

6 = sin~? 2) =T T N
B N 400 T4V s

O kokia strategija galime rekomenduoti iteracijy skaiCiaus t
parinkimui, jei neturime informacijos apie s 7
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