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U davinio formulavimas

Nagrin sime dvimat netiesin elipsin lygt su nelokaliosiomis
Integralin mis s lygomis, priklausanomis nuo dviej parametr ir :

Pu O
i, g:f(x.y.u). (x,y)) eQ={0<x<1,0<y <1},

Ox2 " dy
(1)
u(x,0) = m(x), u(x,1) = pa(x), u(0,y) = ps(y) (2)
1
(1,y) = [ ule,y)dx + (), (3)

I n S

kur ~>0, 0<&<1 .

Tirsime, su kuriomis parametr ir reikSm mis kis skirtuminio u davinio,
atitinkan io diferencialin u davin (1) — (3), sistemos matricos savgb



Turinys

* PraneSime nagrijpamas dvimatis netiesinis elipsinis u davinys su
nelokaliosiomis dygomis, priklausanomis nuo parametr ir .

 Tirlama, koki tak Sie parametrai turi tam, kad skirtumiryg |
sistemos matrica b M-matrica.

« Formuluojamas skirtuminis u davinys paklaidai tirti
e Aptariamos M-matric, naudojam tyrimui, savybs.

o Skirtumini lyg 1 sistemos sprendinio paklaidai vertinti
konstruojama konkreti ma oruojanti funkcija, gaunans#os
paklaidosvertis.



Turinys

 Daugeliu atvej, nagrin jant elipsines lygtis su nelokaliosiomis
s lygomis, skirtuminio u davinio matrica yra charakiojama
savyb mis, b dingomis M-matricoms.

* T naudojome Ir ankstesniuose tyrimuosegant iteracini metod
konvergavim tiek tiesin ms, tiek netiesirms elipsinms lygtims su
nelokaliosiomis dygomis.

 Pasinaudota ankstesniais sn rezultatais IS M-matrictaikymo
teoriniam skirtumini lyg 1 sistemos tyrimui, parodant, jog M-
matric teorija galt b ti traktuojama kaip maksimumo principo
ISpl timas tuo atveju, kai skirtuminlyg | sistemos matrica na
diagonaliai vyraujanti.



Skirtuminis u davinys

Tarus, kad diferencialinis u davinys (1) — (3) turenintel, pakankamai
glod sprendln 0 sprendinio iSvestis ikl ketvirtosios eils yra apr tos,
sudarome skirtuminu davinio aproksimaci;:

Ui—1,j — i‘;u + Uit1,j n Yij—1 — ig‘-’ T+ Uij+a =f (X,',_Vja Uij) + Rij(h), (4)
I,j=1,2, i — 1
uio = (p1);, un =(k2)j, uoj=(k3);, i=0,1,....,N, j=0,1,..., N, )
Umj + Upj —
= hy ( h 2 ”’J) +(ka); + iy i
I=m+1

o lygtis (4)
@ lygtis (6)
® lygtis (5)

: 1 g5 T i
la h= e ¢ = mh N, m— teigiami natiralieji skaiciai.

Sistemoje (4) — (6l yra diferencialinio u davinio sprendinys.



Aproksimavimo paklaida

Aproksimavimo paklaidosver iai:
h2
|Rij(h)] < ?Mm
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|Rnj(h)| < — M2y,
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Skirtuminis u davinys

- diferencialinio u davinio sprendinys, - skirtuminio u davinio
sprendinys:

Uia,j = 2Uj + +Uiva,j | Uij—1 = 2Uj + Ui ja

2 2 :f(x,-,yj,U,-j), il =132;caa;N—1 (7)
UiOZ(Hl)ianN:(ﬂ2)iaUOj:(IJB)'a i=0,1,...,N, j=0,1,...,N; (8)
U +UN .
Unj = hy | 2 ! Z Ui | +(na);, i=1,2,...,N—1. (9)
i=m+1
Paklaida:



Skirtuminis u davinys paklaidal

Atimdami atitinkamai (7), (8), (9) lygtisis (4%), (6) lyg1 ,
gauname:

Zi-1,j —2%j +Ziya,j | Zij—1 — ZjtZijy1 9
h2 h2 a




Per jimas prie matricins formos

Konstruojame sprendinio paklaidos sistemos matticnelokali |

s lyg iSreiskiame:

N—-1 5
2y = ) @iz +
=1
Kur
(0, i =1,2,....m—1
h~y .
. r=im
a,-:ﬁ 2 — hvy
2h“f .
, I=m+1 m+2,...,
\2—h""

— = Rpi(h);
1 — hry Nj()

(13)

la m= /h, (pasirinkome =mh).



Per jimas prie matricins formos

7.
zy; = Z «;zj + — RNj(h) (13)
S lyg (13) statome (10) lygt: =1 7
Zji_1,j —22,'j+2,'+1,j Zj j—1 — Zjj + Zj j41 of
-+ = —Z,'j+R,'j(h),
h2 h2 Au
= 1P smp B — 2s § =1, 2 unn it — 12
N—-1
ZN—2.f —2zZN—_1.j+ D «jjzj .
J = B S VS Tk (= Whk (2 W RN LN S S )
h2 h2 gu T TN
i T . T |
Z,'OZZ,'NZZOJ'ZO, fe= D leasagily F=U5 1 aa 5

Sistem (14) u rasome matricine forma:
Az + Dz =r(h)



Matricin forma
(Per jimas prie M-matric teorijos panaudojimp

Az + Dz =r (h).

Matrica D yra diagonalin( stri ainin ) matrica, gauta iS
skirtumin s lygties desSiniosios pus.

Matric A galima u rasyti:

Toliau apibrSsime matricas , C,



Matricin forma

Matricos ir  yra blokin s matricos, atitinkanos antrosios eik dalines iSvestines
pagalx ir y atitinkamai, o matric& yra blokin matrica gaunama is nelokgli s lyg

Matricosl ir  yra(N-1)eil s, 0o matricos ,C, yraeils



M-matrico:

MatricosA elementai tenkina $§/gas:
>0 — diagonaliniai elementai,
0,1 | —nediagonaliniai elementai.

Apibr imas.
Realioji kvadratin matricaA={ },k,1=1,2,..., nkur O visiemsk |
yra vadinama-matrica, jei yra nesinguliari ir visi  elementai yra neneigiami.

Jel M-matricos dygos yra iSpildytos, tai Sios dvi savydyra ekvivalenios:
1) egzistuoja ir 0;
2) matricosAtikrini  reikSmi realiosios dalys yra teigiamos.

Jeih <1, taim s nagrinjamo u davinio matricofA diagonalinial elementai
yra teigiami. Nediagonalinial matricdselementai visada yra neteigiami.



M-matricos

Toliau tirsime sprendinio paklaidoger ius. Tam vi gr Sime prie
matricin s skirtumini lyg 1 sistemos formos. Parodysime, kad sistemos
matricaA yra M-matrica.

Paklaidal
matricin lyg | sistemos forma yraAz + Dz =r (h).
ia D yra diagonalin matrica:D ={ }, 0,] (h) (h).

Dar kart aptarsime matrico& savybes:

Pirmoji ir antroji savybs autori aptartos ankstesse publikacijose.
[K. Pupalaig, M. Sapagovas, R.iupaila, Math. Mod. Anal., 2022 ir kt.]

IS | iISplaukia teigini ekvivalentumas:Re (A)>0 <=> 0.



M-matricos

Aspektai, susij su treiuoju po ymiu (A) > Otirti ir kit autori (A.Stikonas
et al). Nagrinti spektro struktros vienmaiams diferencialiniams u daviniams
klausimai ir su jais susijtikrini - reikSmi skirtuminiai u daviniali.

M s nagrintas u davinys

[K. Pupalaig, M. Sapagovas, R.iupaila, Math. Mod. Anal., 2022]



M-matricos

 Minimame straipsnyje parodyta, kad

e Jel , —real s, tal —realios
e Jei — ! >0
e <0 tadairtik tada, kai> —, t. y., kal yra didelis skaiius

Siame pranesime tiriamas skirtuminio u davinio spa&
dvima io elipsinio u davinio atveju, norint nustatyti, kayra susij
koeficiental Ir , kad matricéAb t M-matrica.



M-matricos

e Teorema

Bet kuriai reikSmei. #[0, 1) egzistuoja > 0, tokia, kad
visoms reikSmms #[0, ] visos matricoA tikrin s reikSms yra
teigiamos:

(A)>0
e |Svada.
JelO , tal matricaA yra M-matrica.
Kadangi , kai + 1, tal kiekvienal kaip norima dideleli

reikSmel galima rasti tokireikSm . (pakankamai artiml), kad
visos (A) > 0.

Formul s apskaiiuoti iSvestos mintame autori straipsnyje.
Vaizd iau gallma tai pastel iS pateikiamo funkcijos $ )
grafiko @ &', kal h yra pakankamai ma as). Jgira emiau kreivs,
tai sistemos matrica yra M-matrica.



M-matricos
« Performuluosime Teoremos teigiatsi velgdami grafik :
Kiekvienal reikSmei- # [0, 1] egzistuoja tokia reikSm , kad
visos (A) > 0.

Kal - yra artimal, (u(l) ( u(x,y)dx O0),nelokali slyga
virsta Dirichlet s lyg .

Tyrimo tikslas yravertinti paklaid |) | <?, kal yra traukiamos
nelokaliosios dygos.

~ Priminsime teigin baigtini skirtum metodo teorijoje paprastal
vadinam palyginimo teorema.

~ Pagal si teorem gali b ti sukonstruota ma oruojanti funkcija,
kuria pasinaudojus yraertinama paklaida.



Palyginimo teorema

Palyginimo teorema.
Teguu ir wyra dvie] sistem sprendiniai:

(A+Du=f
Aw =g, g >0,
kur Ayra M-matricaD = {* } yra diagonalin matrica,* 0. Jei|f| g, tai|lu] w.
Pastaba.
F={+ , rAtl<lal- [+ |
rodymas.
Kadangi

[M.Sapagovas, O.StikonienK.Jakublien , R. iupaila. Finite difference method for boundary
value problem for nonlinear elliptic equation witbnlocal conditions. Boundary value problems.
London : Springer, 2019]



Ma oruojan ios funkcijos konstravimas

» Pastaba:
« Palyginimo teorema visada buvo pateikiama, kaipsmakmo principo iSvada.

 Maksimumo principas formuluojamas skirtumimyg | sistemos matricoms,
turin ioms Sias savybes:

o >0,

. [ 0],

« >12 | (diagonalaus vyravimo savyb pakankamai stiprus apribojimas)
* M-matricos nereikalauja diagonalinio vyravimo. Pakarkad 0.

e Tolesn tyrimo u duotis — ma oruojanios funkcijos konstravimas.

» Paprastal ma oruojanti funkcija — tal antros siblaugianaris su
Kintamaisiaisx ir y. Tokia konstrukcija yra patogi, ra paklaidos
aproksimuojant antrosios e#l iSvestines.



Ma oruojan ios funkcijos konstravimas

Gr kime prie skirtuminio u davinio paklaidai:

Lygtyje (10):

Pasirink M = max(@ , 3,), turime
konstruojame funkcijw(x, vy):

Funkcija w(x, y) yra sistemos

Aw =g (16)
sprendinys. Kadangi inomA, ow(X, y)yra apibr ta, tai gali b ti apskaiiuoti,



Ma oruojanti funkcija

Pakeitus formir vedus pa ymjimus, skirtuminis u davinys paklaidai:

kur

Sudarome ma oruojam funkcij :

kur 5 >0, K> 1/2, a > 0— konstantos, nepriklausaas nuoh.



Ma oruojanti funkcija

M s atveju ma oruojanti funkcija konstruojama esant
nelokaliosioms integralioms s lygoms.

llgai negal jome tinkamai parinkti ma oruojamos funkcijos, kai
Integralin je s lygoje 2.

Spr sdami u davin, kai integralo r iai yra ne (0, 1),bet( , 1),
pastebjome, kad galime sukonstruoti ma oruojanfunkcij ir atveju >2,
ta iau taip pat ne visomsreikSm ms.

Manome, kad esant integralms slygoms, ma oruojanti funkcija
tur t b ti sud tingesn nei antrojo laipsnio daugianamsr y at vilgiu (gal
neb tinai antrojo laipsnio daugianaris).

Taip pat, nelokaliose B/gose esant integralui, ma oruojaaje
funkcijoje turi b ti vestas papildomas thuoax.



Ma oruojanti funkcija

Taip sukonstruota ma oruojanti funkcifa tenkina lygi sistem

Tada galima taikyti palyginimo teorem
Jei (18) slygos ( )b nenulins,gtik padidt .



Ma oruojanti funkcija

Teorema.
Bet kurioms « #[0, 1)ir 7. #[0, — ) reikSm ms pasirinkime& > 1/2,
8

a > 0and9. > (0, tokius, kad
e sistemosAz=R u rasytos formulmis (17)-(19), matric& yra M-matrica
* W(X, Y) apibr ta (21) formule, yra ma oruojanti funkcija, t. y.

D1 6] C,
kur C nepriklauso nud.



Ma oruojanti funkcija
Apibr ilame &

K ir a priklauso nuo ir .
(25) iSraiskoje koeficientas praeyra teigiamas
Kal visada galima rastt O, tok, kad

Tod |
Ir galima taikyti palyginimo teorem



Ma oruojanti funkcija

kur C nepriklauso nut, bet priklauso nuo, , K, air 9.. Kel iantK ir a,
taip pat kinta 119. .
e Pavyzd iali:

e« kai =3/4,tai

e kai =3ira=1,tai9 > 1/8,
ekal =4ira=1tai9 =1/8.
e Bendras dsningumas: ma esms reikSm ms9. yra didesnis, taigi ir
paklaida yra ma esn



ISvados

* PraneSime buvo tirta, su kokiomis parametir reikSm mis
skirtumini lyg I sistemos matrica yra M-matrica

« Parodyta, kad, jei skirtuminilyg | sistemos matrica yra M-matrica,
bet kuriai parametroreikSmei galima sukonstruoti ma oruojan
funkcij paklaidal
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