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Uzdavinio formulavimas

Nagrinésime dvimate netiesing elipsine lygty su nelokaliosiomis
integralinémis saglygomis, priklausanCiomis nuo dviejy parametry ¢ ir y:

Pu  u
52 T Jy? = f(x,y,u), (x,y)eQ={0<x<1,0<y <1},
(1)
u(x,0) = py(x), wu(x,1) = pa(x). wu(0,y)= pus3(y). (2)
1
u(l,y) =~ /U(X~y)d)<+/t4(y)- (3)
kur vy>0, 0<¢<1,

Tirsime, su kuriomis parametry ¢ ir y reikSmeémis kis skirtuminio uzdavinio,
atitinkancio diferencialin] uzdavinj (1) — (3), sistemos matricos savybes.
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Turinys

* Pranesime nagrin€¢jamas dvimatis netiesinis elipsinis uzdavinys su
nelokaliosiomis sglygomis, priklausanCiomis nuo parametry ¢ ir y.

* Tiriama, kokig jtakg Sie parametrai turi tam, kad skirtuminiy lygciy
sistemos matrica buty M-matrica.

* Formuluojamas skirtuminis uzdavinys paklaidai tirti.
e Aptariamos M-matricy, naudojamy tyrimui, savybes.

 Skirtuminiy lygCiy sistemos sprendinio paklaidai vertinti
konstruojama konkreti mazoruojanti funkcija, gaunamas Sios
paklaidos jvertis.



Turinys

* Daugeliu atvejy, nagrin¢jant elipsines lygtis su nelokaliosiomis
salygomis, skirtuminio uzdavinio matrica yra charakterizuojama
savybémis, budingomis M-matricoms.

* Tg naudojome ir ankstesniuose tyrimuose, jrodant iteraciniy metody
konvergavimag tiek tiesinéms, tiek netiesinéms elipsinéms lygtims su
nelokaliosiomis sglygomis.

* Pasinaudota ankstesniais musy rezultatais 1S M-matricy taikymo
teoriniam skirtuminiy lygCiy sistemos tyrimui, parodant, jog M-
matricy teorija galéty buti traktuojama kaip maksimumo principo
i1Splétimas tuo atveju, kai skirtuminiy lygCiy sistemos matrica néra
diagonaliai vyraujanti.



Skirtuminis uzdavinys

Tarus, kad diferencialinis uzdavinys (1) — (3) turi vienintel}, pakankamai
glody sprendinj, o sprendinio iSvestines iki ketvirtosios eilés yra apréztos,
sudarome skirtumine uzdavinio aproksimacijg:

Ui—1,j — 2ujj + Uiya,j | UYij—1 — 2U5 + Ui j4a
P2 + P2 = I (X,', Yjs u,-j) . RU(h)’ (4)
ij=1,2,...,N—1;
uio = (pn1);, uny = (rn2);, UOj:(MB)js i=0,1,...,N, j=0,1,...,N; (5)
Umj + Unj N .
uynj = hy . + Z ujj +(,u4)j+rNJ-(h), =12 cuazi¥=—1, (6)
I=m+1

o lygtis (4)

@ lygtis (6)

1 o lygtis (5)

Cia h= o ¢ = mh , N, m— teigiami naturalieji skaiciai.

0 1 N-1 N

Sistemoje (4) — (6) u yra diferencialinio uzdavinio sprendinys.



Aproksimavimo paklaida

Aproksimavimo paklaidos jverciai:

h2
|Rij(h)| < — Ma,
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h2
|Rnj(h)| < EMz’Y,
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Skirtuminis uzdavinys

u;; - diferencialinio uzdavinio sprendinys, U;; - skirtuminio uzdavinio
sprendinys:

Uia,j = 2Uj + +Uiva,j | Uij—1 = 2Uj + Ui ja

2 2 :f(x,-,yj,U,-j), Il =152 i ;M — 13 (7)
UiOZ(Hl)iaUiN:(#2)i,U0j:(Hv3)', i=0,1,...,N, j=0,1,...,N; (8)
§ - +UN .
UNJ:h’)’ i g Z UU [_L4)j, J:1,2,,N—1 (9)
i=m+1

Paklaida:



Skirtuminis uzdavinys paklaidai

Atimdami atitinkamai (7), (8), (9) lygtis 1S (4), (5), (6) lygCiy,
gauname:

Zi_ 9 ;s —22: 4+ z; . Zi g — Zi 2 O
i—1,j U] i+1,) 4 i 1 U] hj+1 —zi+ R;(h), i,j=1,2,..., N —1: (10)
h2 h? u’

zip = zjy =29 =0, i=0,1,..., N, j=0,1,...,N; (11)

N—1
zyf = h~y ( + Z Z,'j) + RNj(h), VT - N —1. (12)



Peréjimas prie matricinés formos

Konstruojame sprendinio paklaidos sistemos matricg. IS nelokaliyjy
salygy 1Sreiskiame:

N-—-1 2
ZNj S Z C!,'Z,'j -+ —RNJ(h), (13)
—r 1 — hy
kur
(0 i=1,2,. m—1
h~ .
aj = q 2 _hh,,f’ P=m . Cia m=¢/h, (pasirinkome {=mh).
2h~y
’ i=m+1,m+2,..., N—1




Peréjimas prie matricinés formos

2
zy = Z i zjj —+ 1_—RNj(h) (13)

Salyga (13) jstatome j (10) lygtj: = ""’
Zi—1,j = 2Zj * Zi4a,j | Zij—1 = Zj + Zij+1 of + R;i(h)
h2 h2 ~ gy T T
ij=1,2,...,N—2, j=1,2,...,N —1;
N—-1
ZN—2,j —2zy—-1, + ¥, Qi Zjj ...
i=1 ZN—1,j—1 — ZN—-1,j T ZN—-1,j41  Of
12 -+ 2 — _ZNJ -+ RNj(h)’ (14)
j=1,2,...,N—1
Zio = ziN = 20j = 0, fe= D leasagily F=U5 1 aa 5

Sistema (14) uzraSome matricine forma:
Az+ Dz=r(h)
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Matriciné forma
(Perejimas prie M-matricy teorijos panaudojimo)

Az + Dz =r(h).

Matrica D yra diagonaliné¢ (jstrizainin€) matrica, gauta is
skirtumines lygties deSiniosios puses.

Matricg A galima uzrasyti:

A=h"2(Ac+ C+A)),

Toliau apibrésime matricas A, C, 4,,.



Matricine forma

Matricos 4, ir 4, yra blokines matricos, atitinkancios antrosios eilés dalines iSvestines
pagal xiry at1t1nkama1 o matrica C yra blokin¢ matrica gaunama 1S nelokaliyjy salyguy:

Ao 2l | G
Ao 12— G
AX = Ay — C —
1r Ao -1 2] c1
> 1
(—1 - S | ) : 1 0 0 0
Ao = | I = a=|"° ¢ ’
1 > . - —02 ... —ON_3
\ -1 2

Matricos I ir Cy yra (N-1) eilés, o matricos Ay, C, 4, yraeilées (N — 1)2.

A=h"% (Ac+ C+A)
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M-matricos

Matricos A elementai tenkina sglygas:
a;;>0 — diagonaliniai elementai,
a;;<0, i#j — nediagonaliniai elementai.
Apibrézimas.
Realioj1 kvadratiné matrica A={au}, k1=12,...,n kur a<0 visiems k#[
yra vadinama M-matrica, jei A~! yra nesinguliari ir visi A elementai yra neneigiami.
Je1 M-matricos sglygos yra 1Spildytos, tai Sios dvi savybés yra ekvivalencios:
1) A~ egzistuoja ir A~1>0;

2) matricos A tikriniy reikSmiy realiosios dalys yra teigiamos.

Je1 hy < [, ta1 musy nagrin€jamo uzdavinio matricos A diagonaliniai elementai
yra teigiami. Nediagonaliniai matricos A elementai visada yra neteigiami.



M-matricos

Toliau tirsime sprendinio paklaidos jver¢ius. Tam vel griSime prie
matricinés skirtuminiy lygciy sistemos formos. Parodysime, kad sistemos
matrica A yra M-matrica.

Paklaidai zjj = ujj — Uj;
matriciné lygc€iy sistemos forma yra Az + Dz =r (h).
Cia D yra diagonaliné matrica: D = {dij}, di; =0, |ryj (h)]| <R;; (h).
Dar kartg aptarsime matricos A savybes: aj; >0,
aj < 0,1 #}J,
A(A) > 0.
Pirmoj1 ir antroji1 savybeés autoriy aptartos ankstesnése publikacijose.
[K. Pupalaigé, M. Sapagovas, R. Ciupaila, Math. Mod. Anal., 2022 ir kt.]
I3 ju iSplaukia teiginiy ekvivalentumas: Re A(A)>0 <=> A~1 >0.



M-matricos

Aspektai, susije su tre¢iuoju pozymiu A(A) > O tirti ir kity autoriy (A.Stikonas
et al). Nagrineéti spektro struktiros vienmaciams diferencialiniams uzdaviniams
klausimai ir su jais susije¢ tikriniy reikSmiy skirtuminiai uzdaviniai.

Miisy nagrinétas uzdavinys

v’ +Au=0, xe(0,1)
1

u(0) =0, wu(l)= 'y/udx
§
[K. Pupalaigé, M. Sapagovas, R. Ciupaila, Math. Mod. Anal., 2022]



M-matricos

* Minimame straipsnyje parodyta, kad
* Jei ¢, y —realts, tai 4 — realios

. 1 o
e Je1 y = 1_§Z,ta1 visos 1>0

* 7 A<0 tada 1r tik tada, kai y> 1—152’ t. y., kai y yra didelis skaiCius

Siame pranesime tiriamas skirtuminio uzdavinio spektras
dvimacio elipsinio uzdavinio atveju, norint nustatyti, kaip yra susije
koeficientai y ir &, kad matrica A buty M-matrica.



M-matricos

* Teorema

Bet kuriai reikSmei ¢, € /0, 1) egzistuoja y; > 0, tokia, kad
visoms reikSméms y &€ [0, y; | visos matricos A tikrinés reikSmeés yra
teigiamos:

i A > 0 - . :) y -)’nh) sinh(/3,)
( ) 11 = J{Fo, o) h — 2 ) cosh(fBy) — cosh(Bp&o)

* [Svada. ; ( L — )
. . . . By = —In | sin , b y/sin® — + 1
Je1 0 <y <y, , tal matrica A yra M-matrica. " 2 )

P

Kadangi y; — oo, kai ¢y — 1, tai kiekvienai kaip norima didele1
v reikSmei galima rasti tokig reikSme ¢, (pakankamai artimg /), kad
visos A(A) > 0.

Formules y4 apskaiéiuoti 1Svestos minétame autoriy straipsnyje.
Vaizdziau galima tai pastebeti 18 pateikiamo funkcijos V1= (o)
gratiko (B, ~ m, ka1 h yra pakankamai mazas). Jei y yra Zemiau kreives,
tai sistemos matrica yra M-matrica.




M-matricos

* Performuluosime Teoremos teiginj, atsizvelgdami j grafika:
Kiekvienai reikSmei &, € [0, 1] egzistuoja tokia reikSme y4 , kad
visos A(A) > 0.

Kai &, yra artima I, (u(1) = y/ 11 u(x, y) dx =0), nelokali salyga
virsta 1 Dirichlet salyga.

Tyrimo tikslas yra jvertinti paklaidg |z;;| < 7, kai yra jtraukiamos
nelokaliosios sglygos.

Priminsime teiginj, baigtiniy skirtumy metodo teorijoje paprastai
vadinamg palyginimo teorema.

Pagal Sig teorema gali buti sukonstruota mazoruojanti funkcija,
kuria pasinaudojus yra jvertinama paklaida.



Palyginimo teorema

Palyginimo teorema.
Tegu u ir w yra dviejy sistemy sprendiniai:
(A+Du=f
Aw =g, 2> 0,
kur A yra M-matrica, D = {d};} yra diagonalin¢ matrica, d;; > 0. Jei |[f| < g, tai |u| <w.
Pastaba.

f={;t0j=1....N=1;g={gj). If| <lel |4 <|gil-

Jrodymas.
Kadangi A71>0,tai |u|=|ALf|<|A||f|< A1 f|<A1g=w.

[M.Sapagovas, O.Stikoniené, K.Jakubélien¢, R.Ciupaila. Finite difference method for boundary
value problem for nonlinear elliptic equation with nonlocal conditions. Boundary value problems.
London : Springer, 2019]



Mazoruojancios funkcijos konstravimas

e Pastaba;

* Palyginimo teorema visada buvo pateikiama, kaip maksimumo principo iSvada.

e Maksimumo principas formuluojamas skirtuminiy lyg¢iy sistemos matricoms,
turin¢ioms Sias savybes:
* a;;>0,
* a;; <0,i#,
* a;;>). |a;j| (diagonalaus vyravimo savybé — pakankamai stiprus apribojimas)

« M-matricos nereikalauja diagonalinio vyravimo. Pakanka, kad A~ >0.
* Tolesn¢ tyrimo uzduotis — mazoruojancios funkcijos konstravimas.

* Paprastai mazoruojanti funkcija — tai antros eilés daugianaris su
kintamaisiais x 1r y. Tokia konstrukcija yra patogi, néra paklaidos
aproksimuojant antrosios eilé€s iSvestines.



Mazoruojancios funkcijos konstravimas

Grjzkime prie skirtuminio uzdavinio paklaidai:

Sy = iz” T I,y T _hz;f T Eg %z,-j +Rj(h), ij=1,2,...,N—1, (10)
.'O—sz_ZOj_O i=0,1,...,N, j=0,1,...,N; (11)
zmj+zNj i
znj = hy + Z zj | + Ruj(h), j=1,2,..., N —1. (12)
i=m+1
, h? M, h?* M,
Lygtyje (10): |Rii(h)] < | Rnj(h)| < T o
th(l + )

Pasirinke M = max(M,, M,), turime

22 > [Ry(A)], [Rui(h).

2 M(1 + 1)° 1)’
konstruojame funkcija w(x, y): w(x,y) = (1+7) (K — (x — —) — (y — —) - ax) :

2 2

Funkcija w(x, y) yra sistemos
Aw =g

sprendinys. Kadangi zZinome A, o w(x, y) yra apibrézta, tai gali buti apskaiCiuoti g;;.



Mazoruojanti funkcija

Pakeitus formg ir jvedus pazyméjimus, skirtuminis uzdavinys paklaidai:

z,j::u,'j—U F=1,2,cccsy J=1,2,:cc. 38— 1,

ij

zi—1,j —2zj+ziy1;  Zij—1— 2% +2 4 Of

L(zjj) :=— x ) + EZU:RU(h) ij=1,...,N—1, (17)
zjp = zjy = 2gj = 0, (18)
ij+zNj N—1 .
I(z;) := znj — hy + O Zij| =Ry, j=1,2,...,N—1, (19)
2 i=m+1
Kur Ryl < TMe Ry < MM (20)
e Nt ="
Sudarome mazoruojancig funkcijg:
h2M(1 + ~) 12 12
w(x, — K—[x— — — — — +ax), 21
o= PR (_ (o2 -2) o

kur ¢y > 0, K > 1/2, a > 0 — konstantos, nepriklausancios nuo A.



Mazoruojanti funkcija

Misy atveju mazoruojanti funkcija konstruojama esant
nelokaliosioms integralinéms sglygoms.

Ilgai negaléjome tinkamai parinkti mazoruojancios funkcijos, kai
integralin¢je salygoje y>2.

Spresdami uzdaviny, kai integralo réziai yra ne (0, 1), bet (¢, 1),
pastebéjome, kad galime sukonstruoti mazoruojancig funkcijg ir atveju y>2,
tacCiau taip pat ne visoms 7y reikSmems.

Manome, kad esant integralinéms sglygoms, mazoruojanti funkcija
turéty biti sudéetingesne nei antrojo laipsnio daugianaris x ir y atzvilgiu (gal
nebitinai antrojo laipsnio daugianaris).

Taip pat, nelokaliose sglygose esant integralui, mazoruojancioje
funkcijoje turi buti jvestas papildomas démuo ax.



Mazoruojanti funkcija

Taip sukonstruota mazoruojanti funkcija w;; tenkina lygc€iy sistemg

L(WU) = gU = 6 (22)
h% Mo~

I(w;) = gn; > (23)

( U) Nj 12

wio = 0, wjy >0, wp; > 0. (24)

Tada galima taikyti palyginimo teoremag.
Jei (18) salygos ( zio = ziv = z0; = 0. ) buity nenulinés, g tik padidéty.



Mazoruojanti funkcija

Teorema.

Bet kurioms &, €/0, 1) 1iryy € /0, 52 ) reikSméms pasirinkime K > 1/2,

a > 0and Cy >0 > 0, tokius, kad
* sistemos Az=R, uzraSytos formulémis (17)-(19), matrica A yra M-matrica
* w(x, y), apibrézta (21) formule, yra mazoruojanti funkcija, t. y.

25| <|w;j| < Ch?,
kur C nepriklauso nuo A.



Mazoruojanti funkcija

. o \ve —~. 1 2 1 2
Apibréziame W : w(x,y) = K — (X - _) B (y _ _) 1 2%
2 2
K ir a priklauso nuo ¢ ir y.
L. Y _ 7 1)2 132 v €l

P S — — —_ s — o — — — : ; ob —
I(wyj) > K(1 7+’7£)+( T i (5 2) ) (y > (1 7+7£)+a(1 5 )
(25) 1SraiSkoje koeficientas prie a yra teigiamas ST -

Kai 7o € [0, ﬁg), visada galima rasti @ > 0, tokj, kad /(wi;) > Co > 0.
—£

2
Todél I(wij) > Co >0 — I(W7\Ij . Cl_o) >1 o A(wyy) > M2

ir galima taikyti palyginimo teorema.



Mazoruojanti funkcija

1\°2 1\°2 h2 M 1) 1
|zjj| = max K—(x——) —(y——) + ax O+ ) < C- k2,
X,y 2 2 6 CO

kur C nepriklauso nuo A, bet priklauso nuo ¢, y, K, a ir C,. KeiCiant K ir a,
taip pat kinta ir C,.

* Pavyzdziai: 5 30
ckaid=3/4,ta1 7 < =

=37 7

ekaiy=3ira=1,tai Cy > 1/8,
ekaiy=4ira=1,taiCy = 1/8.

* Bendras désningumas: mazesnéms y reikSmeéms Cy yra didesnis, taigi ir
paklaida yra mazesné.



ISvados

* PraneSime buvo tirta, su kokiomis parametry ¢ ir y reikSmémis
skirtuminiy lygc¢iy sistemos matrica yra M-matrica

* Parodyta, kad, jei1 skirtuminiy lygCiy sistemos matrica yra M-matrica,
bet kuriai parametro ¢ reikSmei galima sukonstruoti mazoruojancig
funkcija paklaidai
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