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U�davinio formulavimas
Nagrin� sime dvimat�  netiesin�  elipsin�  lygt� su nelokaliosiomis 

integralin� mis s� lygomis, priklausan� iomis nuo dviej�  parametr�  � ir � :

kur .

Tirsime, su kuriomis parametr�  � ir � reikšm� mis kis skirtuminio u�davinio, 
atitinkan� io diferencialin� u�davin� (1) – (3), sistemos matricos savyb� s.
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Turinys

• Pranešime nagrin� jamas dvimatis netiesinis elipsinis u�davinys su 
nelokaliosiomis s� lygomis, priklausan� iomis nuo parametr� � ir � . 

• Tiriama, koki�  �tak�  šie parametrai turi tam, kad skirtumini�  lyg� i�  
sistemos matrica b� t�  M-matrica.

• Formuluojamas skirtuminis u�davinys paklaidai tirti.
• Aptariamos M-matric� , naudojam�  tyrimui, savyb� s.
• Skirtumini�  lyg� i�  sistemos sprendinio paklaidai vertinti 

konstruojama konkreti ma�oruojanti funkcija, gaunamas šios 
paklaidos �vertis. 
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Turinys

• Daugeliu atvej� , nagrin� jant elipsines lygtis su nelokaliosiomis 
s� lygomis, skirtuminio u�davinio matrica yra charakterizuojama 
savyb� mis, b� dingomis M-matricoms. 

• T�  naudojome ir ankstesniuose tyrimuose, �rodant iteracini�  metod�  
konvergavim�  tiek tiesin� ms, tiek netiesin� ms elipsin� ms lygtims su 
nelokaliosiomis s� lygomis.

• Pasinaudota ankstesniais m� s�  rezultatais iš M-matric�  taikymo 
teoriniam skirtumini�  lyg� i�  sistemos tyrimui, parodant, jog M-
matric�  teorija gal� t�  b� ti traktuojama kaip maksimumo principo 
išpl� timas tuo atveju, kai skirtumini�  lyg� i�  sistemos matrica n� ra 
diagonaliai vyraujanti.
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Skirtuminis u�davinys
Tarus, kad diferencialinis u�davinys (1) – (3) turi vienintel�, pakankamai 

glod�  sprendin�, o sprendinio išvestin� s iki ketvirtosios eil� s yra apr� �tos, 
sudarome skirtumin�  u�davinio aproksimacij� :

lygtis (4)

lygtis (6)

lygtis (5)

� ia                                    , N, m – teigiami nat� ralieji skai� iai.

Sistemoje (4) – (6) u yra diferencialinio u�davinio sprendinys.
�



Aproksimavimo paklaida

Aproksimavimo paklaidos �ver� iai:

kur

�



Skirtuminis u�davinys

� �� - diferencialinio u�davinio sprendinys,� �� - skirtuminio u�davinio 
sprendinys:

Paklaida:
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Skirtuminis u�davinys paklaidai

Atimdami atitinkamai (7), (8), (9) lygtis iš (4), (5), (6) lyg� i� , 
gauname:
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Per� jimas prie matricin� s formos

Konstruojame sprendinio paklaidos sistemos matric� . Iš nelokali� j�  
s� lyg�  išreiškiame:

kur

. � ia m=� /h, (pasirinkome � =mh).
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Per� jimas prie matricin� s formos
S� lyg�  (13) �statome � (10) lygt�:

Sistem�  (14) u�rašome matricine forma: 
Az + Dz = r (h)
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Matricin� forma
(Per� jimas prie M-matric�  teorijos panaudojimo)

Az + Dz = r (h). 
Matrica D yra diagonalin� (�stri�ainin� ) matrica, gauta iš 

skirtumin� s lygties dešiniosios pus� s. 
Matric� A galima u�rašyti:

Toliau apibr� šime matricas � � ,  C,  � � .
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Matricin� forma
Matricos � � ir � � yra blokin� s matricos, atitinkan� ios antrosios eil� s dalines išvestines 

pagal x ir y atitinkamai, o matrica C yra blokin�  matrica gaunama iš nelokali� j�  s� lyg� :

ir

Matricos I ir � � yra (N-1) eil� s, o matricos � � , C, � � yra eil� s��	
 � � � .
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M-matricos
Matricos A elementai tenkina s� lygas:�

� �� >0 – diagonaliniai elementai,

� �� 	 0, i� j – nediagonaliniai elementai.

Apibr � �imas. 

Realioji kvadratin�  matrica A = { � �� } , k, l = 1, 2, . . . , n, kur � �� 	  0 visiems k� l 
yra vadinama M-matrica , jei � �� �yra nesinguliari ir visi � �� elementai yra neneigiami. 

Jei M-matricos s� lygos yra išpildytos, tai šios dvi savyb� s yra ekvivalen� ios:

1) � �� egzistuoja ir � �� 
 0;

2) matricos A tikrini �  reikšmi�  realiosios dalys yra teigiamos.

Jei h�  < 1, tai m� s�  nagrin� jamo u�davinio matricos A diagonaliniai elementai 
yra teigiami. Nediagonaliniai matricos A elementai visada yra neteigiami.
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M-matricos
Toliau tirsime sprendinio paklaidos �ver� ius. Tam v� l gr�šime prie 

matricin� s skirtumini�  lyg� i�  sistemos formos. Parodysime, kad sistemos 
matrica A yra M-matrica.

Paklaidai 
matricin� lyg� i�  sistemos forma yra Az + Dz = r (h). 
� ia D yra diagonalin� matrica: D = { � �� }, � �� �  0, |� �� (h)| 	  � �� (h).

Dar kart�  aptarsime matricos A savybes:

Pirmoji ir antroji savyb� s autori�  aptartos ankstesn� se publikacijose.
[K. Pupalaig� , M. Sapagovas, R. � iupaila, Math. Mod. Anal., 2022 ir kt.]

Iš j�  išplaukia teigini�  ekvivalentumas:   Re
 (A)>0  <=> �� � � � 0.
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M-matricos

Aspektai, susij�  su tre� iuoju po�ymiu 
 (A) > 0 tirti ir kit �  autori�  (A.Štikonas
et al). Nagrin� ti spektro strukt� ros vienma� iams diferencialiniams u�daviniams 
klausimai ir su jais susij�  tikrini�  reikšmi�  skirtuminiai u�daviniai.

M� s�  nagrin� tas u�davinys
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M-matricos

• Minimame straipsnyje parodyta, kad
• Jei � , � – real� s, tai 
 – realios

• Jei  � �
�

�� � � � ��� ��� ! � 
 >0

• � 
 <0 tada ir tik tada, kai � >
�

�� � � , t. y., kai � yra didelis skai� ius

Šiame pranešime tiriamas skirtuminio u�davinio spektras 
dvima� io elipsinio u�davinio atveju, norint nustatyti, kaip yra susij�  
koeficientai � ir � , kad matrica A b� t�  M-matrica. 
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M-matricos
• Teorema

Bet kuriai reikšmei � " # [0, 1) egzistuoja� � > 0, tokia, kad 
visoms reikšm� ms �  # [0, � � ] visos matricos A tikrin� s reikšm� s yra 
teigiamos:


 (A) > 0
• Išvada.

Jei 0 	  �  	  � � , tai matrica A yra M-matrica.

Kadangi � � �   , kai � " �  1, tai kiekvienai kaip norima didelei 
�  reikšmei galima rasti toki�  reikšm�  � " (pakankamai artim�  1), kad 
visos 
 (A) > 0.

Formul� s � � apskai� iuoti išvestos min� tame autori�  straipsnyje. 
Vaizd�iau galima tai pasteb� ti iš pateikiamo funkcijos� � � $	 � " ) 
grafiko (%" & ' , kai h yra pakankamai ma�as). Jei � yra �emiau kreiv� s, 
tai sistemos matrica yra M-matrica.
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M-matricos
• Performuluosime Teoremos teigin�, atsi�velgdami � grafik� :

Kiekvienai reikšmei � " # [0, 1] egzistuoja tokia reikšm�  � � , kad 
visos 
 (A) > 0.

Kai � " yra artima 1, (u(1) � � ( u(x, y)
�

� dx � 0), nelokali s� lyga 
virsta � Dirichlet s� lyg� .

Tyrimo tikslas yra �vertinti paklaid�  |) �� | < ? , kai yra �traukiamos  
nelokaliosios s� lygos.

Priminsime teigin�, baigtini�  skirtum�  metodo teorijoje paprastai 
vadinam�  palyginimo teorema.

Pagal ši�  teorem�  gali b� ti sukonstruota ma�oruojanti funkcija, 
kuria pasinaudojus yra �vertinama paklaida.
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Palyginimo teorema
Palyginimo teorema.

Tegu u ir w yra dviej�  sistem�  sprendiniai:

(A + D)u = f 

Aw = g, g > 0, 

kur A yra M-matrica, D = {* �� } yra diagonalin� matrica,* �� ��  0. Jei |f | 	  g, tai |u| 	  w.

Pastaba. 

f = {+�� ��������������������������������� , �� }. |f | < |g| - |+�� | 	  |, �� |.

�rodymas.

Kadangi

[M.Sapagovas, O.Štikonien� , K.Jakub� lien� , R.� iupaila. Finite difference method for boundary 
value problem for nonlinear elliptic equation with nonlocal conditions. Boundary value problems. 
London : Springer, 2019] 19



Ma�oruojan� ios funkcijos konstravimas
• Pastaba:

• Palyginimo teorema visada buvo pateikiama, kaip maksimumo principo išvada. 
• Maksimumo principas formuluojamas skirtumini�  lyg� i�  sistemos matricoms, 

turin� ioms šias savybes:
• � �� >0,
• � �� . /� �0� j, 
• � �� >1 2� �� | (diagonalaus vyravimo savyb�  – pakankamai stiprus apribojimas)

• M-matricos nereikalauja diagonalinio vyravimo. Pakanka, kad �� �� �  0.

• Tolesn�  tyrimo u�duotis – ma�oruojan� ios funkcijos  konstravimas.
• Paprastai ma�oruojanti funkcija – tai antros eil� s daugianaris su 

kintamaisiais x ir y. Tokia konstrukcija yra patogi, n� ra paklaidos 
aproksimuojant antrosios eil� s išvestines.
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Ma�oruojan� ios funkcijos konstravimas
Gr��kime prie skirtuminio u�davinio paklaidai:

Lygtyje (10):

Pasirink�  M = max(3 � , 3 4), turime

konstruojame funkcij�  w(x, y):

Funkcija w(x, y) yra sistemos

Aw = g (16)

sprendinys. Kadangi �inome A, ow(x, y) yra apibr� �ta, tai gali b� ti apskai� iuoti , �� . 
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Ma�oruojanti funkcija
Pakeitus form�  ir �vedus pa�ym� jimus, skirtuminis u�davinys paklaidai:

kur

Sudarome ma�oruojan� i� funkcij� :

kur 5" > 0, K > 1/2, a > 0 – konstantos, nepriklausan� ios nuoh.
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Ma�oruojanti funkcija
M� s�  atveju ma�oruojanti funkcija konstruojama esant 

nelokaliosioms integralin� ms s� lygoms. 
Ilgai negal� jome tinkamai parinkti ma�oruojan� ios funkcijos, kai 

integralin� je s� lygoje �� 2. 
Spr� sdami u�davin�, kai integralo r� �iai yra ne (0, 1), bet (� , 1), 

pasteb� jome, kad galime sukonstruoti ma�oruojan� i� funkcij�  ir atveju � >2, 
ta� iau taip pat ne visoms � reikšm� ms.

Manome, kad esant integralin� ms s� lygoms, ma�oruojanti funkcija 
tur� t�  b� ti sud� tingesn�  nei antrojo laipsnio daugianaris x ir y at�vilgiu (gal 
neb� tinai antrojo laipsnio daugianaris).

Taip pat, nelokaliose s� lygose esant integralui, ma�oruojan� ioje
funkcijoje turi b� ti �vestas papildomas d� muoax.
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Ma�oruojanti funkcija

Taip sukonstruota ma�oruojanti funkcija 6 �� tenkina lyg� i�  sistem�

Tada galima taikyti palyginimo teorem� .
Jei (18) s� lygos (                             ) b� t�  nenulin� s, g tik padid� t� .
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Ma�oruojanti funkcija

Teorema.

Bet kurioms � " # [0, 1) ir 7" # [0, 
�

�� � 8
� ) reikšm� ms pasirinkimeK > 1/2, 

a > 0 and 9" �  �  > 0, tokius, kad
• sistemos Az=R, u�rašytos formul� mis (17)-(19), matrica A yra M-matrica
• w(x, y), apibr� �ta (21) formule, yra ma�oruojanti funkcija, t. y.

|) �� | 	  |6 �� | 	  C: � ,
kur C nepriklauso nuoh.
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Ma�oruojanti funkcija
Apibr� �iame 6�;<

K ir a priklauso nuo � ir � .

(25) išraiškoje koeficientas prie a yra teigiamas

Kai                              visada galima rasti a > 0, tok�, kad

Tod� l

ir galima taikyti palyginimo teorem� .
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Ma�oruojanti funkcija

kur C nepriklauso nuo h, bet priklauso nuo� , � , K, a ir 9" . Kei� iant K ir a, 
taip pat kinta ir9" .
• Pavyzd�iai:

• kai �  = 3/4 , tai 

• kai �  = 3 ir a = 1, tai9" > 1/8, 
• kai �  = 4 ir a = 1, tai9" = 1/8 .

• Bendras d� sningumas: ma�esn� ms � reikšm� ms 9" yra didesnis, taigi ir 
paklaida yra ma�esn� .
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Išvados

• Pranešime buvo tirta, su kokiomis parametr� � ir � reikšm� mis 
skirtumini�  lyg� i�  sistemos matrica yra M-matrica

• Parodyta, kad, jei skirtumini�  lyg� i�  sistemos matrica yra M-matrica, 
bet kuriai parametro � reikšmei galima sukonstruoti ma�oruojan� i�
funkcij�  paklaidai

28



���������	
�
• O. �Štikoniene, M. Sapagovas, R. �� iupaila. On iterative methods for some elliptic equations with  nonlocal conditions. Nonlin. Anal. 

Model. Contr., 2014, 19(3), 517-535. 

• M. Sapagovas, V. Griškoniene, O. �Štikonien� . Application of M-matrices theory to numerical   investigation of a nonlinear elliptic 
equation with an integral condition. Nonlin. Anal. Model. Contr., 2017, 22(4):489-504.

• K. Jakubelien� , R. � iupaila, M. Sapagovas. Semi-implicit difference scheme for a two-dimensional parabolic equations with an 
integral boundary conditions. Mathem. Mod. Anal. 2018, 22(5), 617-633.

• M. Sapagovas, O. �Štikonien� , K. Jakubelien� , R. �� iupaila. Finite difference method for boundary value problem for nonlinear 
elliptic equation with nonlocal conditions. Bound. Val. Prob., 2019, No94.

• R. �� iupaila, M. Sapagovas, K. Pupalaig� . M-matrices and convergence of finite difference  scheme for parabolic equation with an 
integral boundary condition. Mathem. Model. Anal., 2020, 25(2): 167-183.

• R. � iupaila, K. Pupalaig� , M. Sapagovas. On the numerical solution for nonlinear elliptic  equations with variable weight 
coefficients in an integral boundary conditions. Nonlin. Anal. Model. Contr., 2021, 26(4): 738-758.

• K. Pupalaig� , M. Sapagovas, R. � iupaila. Nonlinear elliptic equation with nonlocal integra  boundary condition depending on two 
parameters. Math. Model. Anal., 2022, 27(4):610-628. 

• M. Sapagovas, J. Novistkij. On stability in the maximum norm of difference scheme for nonlinear parabolic equation with nonlocal 
condition. Nonlin. Anal. Model. Contr., 2023, 28(2): 365-376.

• M. Sapagovas, K. Pupalaig� , R. � iupaila, T. Meškauskas. On the spectrum structure for one difference eigenvalue problem with 
nonlocal boundary conditions. Math. Model. Anal., 2023, 28(3).

��


