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V
el sulauk
eme advento, art
eja Kal
edos. Taigi galime pasikalb
eti
apie matematinius stebuklus, padovanojan£ius �zikams Nobelio
premij¡.

O gal atvirk²£iai, �zikai i�prastiniuose, net nuobodºiuose
matematikos skyriuose pamato stebuklus?

Bet k¡ reikia dar papildomai padaryti, kad Nobelio premiju�
komitetas tave pasteb
etu�?
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2022 metu� �zikos Nobelio premija paskirta profesoriams Clauser,
Aspect ir Zeilinger uº Bell teoremos rezultatu� eksperimentini�
patvirtinim¡.

Matematin
es teoremos eksperimentini� patvirtinim¡?

Tikrai keistas (kal
edinis) teiginys.
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Prad
ekime pokalbi� prisimindami vien¡ graºu� klasikini� pavyzdi�,
kuriame visi pamin
etieji aspektai yra puikiausiai matomi � nieko
neprid
esi, nei atimsi.

Pirmiausia priminsiu keturias paprastas (nors ir keistas) aksiomas,
kurios apibr
eºia kvantin
es mechanikos matematini� aparat¡.

Kiekvienas galite ²i¡ technik¡ naudoti kaip tinkamas. Tiesa, kaºkas
gal gaus Nobelio premij¡, kiti nepasteb
es jokiu� i�domesniu� i²vadu�.

�ia kaip su daºu� rinkiniu, Da Vin£i gimsta retai, bet daºyti sienas
galime visi.
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Aksioma 1

Kiekvien¡ izoliuot¡ �zikin¦ sistem¡ susiejame su Hilberto tiesine
erdve H vir² kompleksiniu� skai£iu� (baigtin
es ar begalin
es
dimensijos).

Konkreti sistemos b	usena yra apibr
eºiama ²ios tiesin
es erdv
es
vienetiniu vektoriumi

|ψ⟩ ∈ H.

Pasirink¦ piln¡ ortonormuot¡ baz¦, bet kuri� vektoriu� galime uºra²yti
kaip baziniu� vektoriu� tiesin¦ kombinacij¡ (superpozicij¡)

|ψ⟩ =
∑
j

αj |ψj⟩ .
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Aksioma 2

Uºdaroje (izoliuotoje) kvantin
eje sistemoje jos b	usenos evoliucija
yra apra²oma �redingerio lygtimi

iℏ
d |ψ⟩
dt

= H |ψ⟩ ,

£ia ℏ yra Planck'o konstanta, o H yra ermitinis tiesinis operatorius.

�i aksioma mums buvo labai svarbi, kai nagrin
ejome kvantinius
algoritmus.
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Aksioma 3

Kvantin
eje sistemoje negalime i²matuoti b	usenos vektoriaus
koe�cientu�, tai yra suºinoti |ψ⟩ skleidinio visu� amplitudºiu� αj

reik²mes.

Leistina tik matuoti pasirinkto ermitinio operatoriaus (aparato)
poveiki�

M =
∑
m

mPm,

kur Pm projektuoja bet koki� vektoriu� i� operatoriaus M tikrini�
vektoriu� |m⟩, kurio tikrin
e reik²m
e m.

Matuojame ne skai£iaus reik²m¦, bet operatoriaus poveiki�.
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Taigi aparatu M matuodami kvantin¦ b	usen¡ |ψ⟩ su tikimybe

p(m) = ⟨ψ|Pm |ψ⟩ = |αm|2

gauname rezultat¡ m.

Po matavimo kvantin
es sistemos b	usena i² karto pasikei£ia ir
sutampa su tikriniu vektorium |m⟩

ψ =
Pm |ψ⟩√
p(m)

.

Iki ²iol neºinome tokio kolapso teorinio paai²kinimo, ji� tiesiog
postuluojame.
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Heisenbergo neapibr
eºtumo principas

Vienas pagrindiniu� kvantin
es mechanikos k	ur
eju� Werner Heisenberg
suformulavo dar keistesn¦ matavimo operacijos savyb¦, kad daugeliu
atveju negalime kartu tiksliai ºinoti dvieju� operatoriu� poveikiu�.

Ir ²is grandiozin
es svarbos fundamentalus rezultatas yra gaunamas
kaip kuklios, puikiai ºinomos matematin
es teoremos i²vada.
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Garsioji Pierre-Simon Laplace fraz
e, i²tarta 1814 metais:

If someone (the demon) knows the precise location and momentum
of every atom in the universe, their past and future values for any
given time are entailed; they can be calculated from the laws of
classical mechanics.

1927 metais Heisenbergas suformulavo fundamentali¡ nelygyb¦, kad
dalel
es vieta ir impulsas negali b	uti i²matuoti tiksliau, nei

σxσp ≥ ℏ
2
,

£ia σx ir σp yra ta²ko pozicijos (vietos) ir impulso matavimu�
standartiniai nuokrypiai. �i¡ s¡vok¡ apibr
eºiame matematin
es
statistikos vadov
eliuose ir ai²kiname (kartais nelabai s
ekmingai)
studentams.
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Imkime du stebimus (observable) operatorius A, B ir kvantin
es
sistemos b	usen¡ |ψ⟩.
Operatoriaus A vidurkis ir standartinis nuokrypis skai£iuojami taip:

⟨A ⟩ = ⟨ψ|A |ψ⟩ , ∆(A) =
√

⟨A2 ⟩ − ⟨A ⟩2.

Prisiminkime Cauchy-Schwarz nelygyb¦

|⟨ψ|AB |ψ⟩|2 ≤ ⟨ψ|A2 |ψ⟩ ⟨ψ|B2 |ψ⟩ .

Ji ir bus svarbiausia i²vedant Heisenbergo neapibr
eºtumo principo
i�ver£ius.
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Tegul A ir B yra ermitiniai operatoriai.

Paºym
ekime ⟨ψ|AB |ψ⟩ = x + iy , bei ju� komutatoriaus ir
antikomutatoriaus operatorius

[A,B] = AB − BA, {A,B} = AB + BA.

Tada
⟨ψ| [A,B] |ψ⟩ = 2iy , ⟨ψ| {A,B} |ψ⟩ = 2x .

Gauname lygyb¦

|⟨ψ| [A,B] |ψ⟩|2 + |⟨ψ| {A,B} |ψ⟩|2 = 4 |⟨ψ|AB |ψ⟩|2 .
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|⟨ψ| [A,B] |ψ⟩|2 + |⟨ψ| {A,B} |ψ⟩|2 = 4 |⟨ψ|AB |ψ⟩|2 .

Pasinaudoj¦ Cauchy-Schwarz nelygybe, i�rodome i�verti�

|⟨ψ| [A,B] |ψ⟩|2 ≤ 4 ⟨ψ|A2 |ψ⟩ ⟨ψ|B2 |ψ⟩ .

Imkime A = C − ⟨C ⟩, B = D − ⟨D ⟩, tada gauname Heisenbergo
principo nelygyb¦:

∆(C )∆(D) ≥ |⟨ψ| [C ,D] |ψ⟩|
2

.

Heisenbergo klasikin
eje nelygyb
eje imsime impulso P ir vietos
(pozicijos) X operatorius (jie veikia Hilberto erdv
eje, kurios
elementai yra funkcijos).

[X ,P] = iℏ I → ∆(X )∆(P) ≥ ℏ
2
.
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Galime klausti, kod
el tik Heisenberg gavo Nobelio premij¡, jei
matematinis rezultatas (Cauchy-Schwarz nelygyb
e) jau senokai
buvo ºinomas?

Matavimai yra atliekami ne matematin
eje Hilberto erdv
eje, o
laboratorijoje, vykdant tikslingus eksperimentus.

Matematiniai i�ver£iai pad
ejo teorin
eje �zikoje suformuluoti labai
netik
et¡ hipotez¦, bet dar nieko nei�rod
e.
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Paskutinis kvantin
es mechanikos postulatas tvirtina, kad dvieju�
kvantiniu� sistemu� b	usen¡ apra²o vektorius, lygus ²iu� kvantiniu�
b	usenu� tenzorinei sandaugai.

Tarkime, kad turime du kubitus (papras£iausias daleles), pvz.
fotono sukinius (spin). Juos uºra²ome standartine forma
(kiekvienas vektorius yra dvimatis):

|ψ1⟩ =
|0⟩+ |1⟩√

2
, |ψ2⟩ =

|0⟩ − |1⟩√
2

.

Tada dvieju� daleliu� sistem¡ apra²o b	usenos vektorius (tai jau
keturmatis vektorius):

|ψ⟩ =
(
|0⟩+ |1⟩√

2

)
⊗
(
|0⟩ − |1⟩√

2

)
=

1
2
(|00⟩+ |10⟩ − |01⟩ − |11⟩) .
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�ios dalel
es elgiasi visai taip, kaip mes ir esame i�prat¦.

Tegul pirm¡j¡ dalel¦ pasiima Teres
e, o antr¡j¡ Jevgenijus. Tai
katedros kal
edin
e dovana uº puiku� seminar¡.

Jie abu ºino, jog gaus dovanu� arba (+1), arba (-1) (tokios yra
matavimo aparato tikrin
es reik²m
es, o b	usenu� skleidinius uºra²eme
imdami tikriniu� vektoriu� baz¦), bet nei vienas neºino, kokia yra ²iu�
atveju� tikimyb
e kiekvienam i² ju�. Taigi tikrai smalsu?

Teres
e smalsesn
e, ji nusprendºia savo dalel¦ i²matuoti pirmoji
(Jevgenijus apie tai net neºino).
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Mes aptar
eme, kad vienodai tik
etina, jog tokio matavimo rezultatas
bus arba (+1), arba (-1). Tarkime, kad Teres
es dovan
el
es reik²m
e
yra (+1).

Tada turime nauj¡ dvieju� daleliu� sistemos b	usen¡, bet Jevgenijaus
dalel
e liko nepakitusi (o kod
el ji tur
etu� pasikeisti, kai matavim¡
atliko tik smalsioji Teres
e?)

|ψ⟩ = |0⟩ ⊗
(
|0⟩ − |1⟩√

2

)
.

Nei Teres
e, nei Jevgenijus ir dabar neºino, kokia yra Jevgenijaus
dovan
el
es b	usena.
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Kal
ediniai stebuklai t¦siasi. I� sve£ius pas mus uºsuka Albertas su
dviem draugais. Apie ²i¡ trijul¦, kuri¡ daºniausiai vadiname trumpai
EPR, visi esame gird
ej¦ nuotaikingu� pasakojimu�. Vaikinai niekada
nesutinka su daugumos pripaºintomis tiesomis, na o Albertas yra
²ios grupel
es neabejotinas lyderis.

Ir ²i� kart¡ Albertas parei²kia nei daug, nei maºai � kad kaºkas yra
labai neteisinga m	usu� k¡ tik panaudotoje teorijoje.

Kaip visada demonstruojant fokusus, stebukladarys atlieka kelet¡
paslaptingu� veiksmu� (galiu pasigirti, kad a² irgi moku ²i� fokus¡
atlikti ne blogiau uº Albert¡) ir gauna kitoki¡ kal
ediniu� dovan
eliu�
Teresei ir Jevgenijui b	usen¡

|ψ⟩ = 1√
2
(|00⟩+ |11⟩) .
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Teres
e su Jevgenijum pasiima savo dovan
eles (daleles) ir i²vaºiuoja
i� skirtingas tolimas, tolimas ²alis ²v¦sti graºias ºiemos ²ventes.

Ir v
el kiekvienas i² ju� gaus dovanu� arba (+1) arba (-1), mes
papildomai ºinome, kad abieju� variantu� tikimyb
es vienodos.

Teres
e nelaukia K	u£iu� vakaro ir paºi	uri, koki¡ dovan
el¦ gavo i²
katedros kolegu�. Tarkime, kad jos matavimu� rezultatas v
el yra 1.

Patikrinkime, kaip gyvena Jevgenijaus dovan
el
e, va £ia m	usu� laukia
didelis netik
etumas

|ψ⟩ = |00⟩ .
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Jegenijaus dalel
es b	usena taip pat pasikeit
e ir jos reik²m
e yra tokia
pati kaip ir Teres
es.

Bet jie gi taip toli vienas nuo kito (nelokali s¡veika?), o informacija
apie Teres
es atlikt¡ matavim¡ atrodo buvo perduota netgi grei£iau
uº ²viesos greiti� vakuume!
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�i� virtualu� eksperiment¡ savo 1935 metu� straipsnyje pasi	ul
e Albert
Einstein, Boris Podolsky ir Nathan Rosen. Tokios b	usenos
vadinamos susietomis (entangled).

Autoriu� argumentai buvo tokie: dalel
e gali paveikti tik artimiausius
(lokalius) kaimynus, o jeigu poveikis perduodamas per �zikini� lauk¡,
tai ²io poveikio greitis negali b	uti didesnis uº ²viesos greiti�.

Tod
el egzistuojanti kvantin
es mechanikos teorija yra nepilna, ji
neapra²o stebimo antros dalel
es b	usenos kolapso, kuris i�vyksta
momentaliai po pirmosios dalel
es matavimo.
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Galimi tik du paai²kinimai:

arba pirmosios dalel
es matavimas paveikia antr¡j¡ dalel¦ didesniu
nei ²viesos grei£iu (bet tai draudºia specialioji reliatyvumo teorija),

arba susietos dalel
es turi kakºkoki� nei²matuojam¡ (nei�traukt¡ i�
teorij¡) poºymi�, kuris atsiranda dar daleliu� suk	urimo metu.
Tada matavimo rezultatai visada yra deterministiniai, o stebimi
neapibr
eºtumai atsiranda tik tod
el, kad teorijoje neºinome ar
ignoruojame ²iuos poºymius.
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Straipsnis nebuvo sutiktas entuziastingai, grei£iau jis buvo
ignoruojamas. Vienas i² paai²kinimu� sietinas su faktu, kad EPR
nepateik
e jokiu� i² ²ios teorijos sekan£iu� i²vadu�, kurios gal
etu� b	uti
eksperimenti²kai patikrintos.

Prisiminkite Ein²teino sukurtas speciali¡j¡ ir bendr¡j¡ reliatyvumo
teorijas.
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Visgi vienas �zikas-matematikas ²iuo klausimu dom
ejosi rimtai.

1964 John Bell paskelb
e puiku� rezultat¡ (teorem¡), ²i� rezultat¡
dabar vadiname Bell nelygybe.

Jis nagrin
ejo toki� virtualu� eksperiment¡:

Alice ir Bob randasi toli vienas nuo kito.

Ju� kolega Victor paruo²ia jiems nauj¡ por¡ daleliu�, vien¡ dalel¦ jis
nusiun£ia Alice, o kit¡ � Bob.

Alice, gavusi savo dalel¦, atsitiktinai pasirenka kuri� i² dvieju�
matavimu� A0 ar A1 ji atliks.

Abu matavimai yra binarieji: ju� galimi rezultatai yra (+1) arba (-1).

Pana²iai ir Bob pasirenka, kuri� i² dvieju� matavimu� B0 ar B1 jis
atliks.
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Tarsime, kad kiekvienas matavimas parodo dalel
es kaºkuri¡
pasl
ept¡j¡ savyb¦. Pvz. Alice atlieka matavim¡ A0 ir gauna reik²m¦
+1, taigi jos dalel
e turi pasl
ept¡ savyb¦ a0, kurios vert
e ²i� kart¡
buvo +1.

Bell teoremoje padarytos tik labai bendros prielaidos.

1. Egzistuoja nepriklausomos daleliu� savyb
es a0, a1, b0 ir b1, jos
nepriklauso nuo to, ar buvo atlikti kokie nors matavimai (pasl
eptieji
kintamieji, realizmas).

2. Alice pasirinkimas atlikti konkretu� matavim¡ niekaip nepaveikia
Bob gautu� rezultatu� (lokalumo prielaida).
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Nagrin
ekime toki¡ matavimo reik²miu� kombinacij¡

a0b0 + a0b1 + a1b0 − a1b1 = (a0 + a1)b0 + (a0 − a1)b1.

Kadangi a0 ir a1 reik²m
es yra ±1, tai ²ios kombinacijos reik²m
e
gali b	uti tik ±2.

Ai²ku, kad vieno daleliu� rinkinio atveju, mes negalime suskai£iuoti
²ios formul
es reik²m
es.

Bet Victor paruo²ia daug poru�, tada galime suskai£iuoti i²rai²kos
reik²m
es vidurki�, i²reik²dami ji� per atskiru� sumos d
emenu� vidurkius.

Gauname Bell nelygyb¦:

< a0b0 > + < a0b1 > + < a1b0 > − < a1b1 > ≤ 2

Jeigu Ein²teinas teisus, jog kvantin
es mechanikos teorija yra
nepilna, tai ²i nelygyb
e turi galioti ir visuose kvantiniu� sistemu�
eksperimentuose.

R. �iegis Matematin
es teoremos



Nagrin
ekime toki¡ matavimo reik²miu� kombinacij¡

a0b0 + a0b1 + a1b0 − a1b1 = (a0 + a1)b0 + (a0 − a1)b1.

Kadangi a0 ir a1 reik²m
es yra ±1, tai ²ios kombinacijos reik²m
e
gali b	uti tik ±2.

Ai²ku, kad vieno daleliu� rinkinio atveju, mes negalime suskai£iuoti
²ios formul
es reik²m
es.

Bet Victor paruo²ia daug poru�, tada galime suskai£iuoti i²rai²kos
reik²m
es vidurki�, i²reik²dami ji� per atskiru� sumos d
emenu� vidurkius.

Gauname Bell nelygyb¦:

< a0b0 > + < a0b1 > + < a1b0 > − < a1b1 > ≤ 2

Jeigu Ein²teinas teisus, jog kvantin
es mechanikos teorija yra
nepilna, tai ²i nelygyb
e turi galioti ir visuose kvantiniu� sistemu�
eksperimentuose.

R. �iegis Matematin
es teoremos



Nagrin
ekime toki¡ matavimo reik²miu� kombinacij¡

a0b0 + a0b1 + a1b0 − a1b1 = (a0 + a1)b0 + (a0 − a1)b1.

Kadangi a0 ir a1 reik²m
es yra ±1, tai ²ios kombinacijos reik²m
e
gali b	uti tik ±2.

Ai²ku, kad vieno daleliu� rinkinio atveju, mes negalime suskai£iuoti
²ios formul
es reik²m
es.

Bet Victor paruo²ia daug poru�, tada galime suskai£iuoti i²rai²kos
reik²m
es vidurki�, i²reik²dami ji� per atskiru� sumos d
emenu� vidurkius.

Gauname Bell nelygyb¦:

< a0b0 > + < a0b1 > + < a1b0 > − < a1b1 > ≤ 2

Jeigu Ein²teinas teisus, jog kvantin
es mechanikos teorija yra
nepilna, tai ²i nelygyb
e turi galioti ir visuose kvantiniu� sistemu�
eksperimentuose.

R. �iegis Matematin
es teoremos



Nagrin
ekime toki¡ matavimo reik²miu� kombinacij¡

a0b0 + a0b1 + a1b0 − a1b1 = (a0 + a1)b0 + (a0 − a1)b1.

Kadangi a0 ir a1 reik²m
es yra ±1, tai ²ios kombinacijos reik²m
e
gali b	uti tik ±2.

Ai²ku, kad vieno daleliu� rinkinio atveju, mes negalime suskai£iuoti
²ios formul
es reik²m
es.

Bet Victor paruo²ia daug poru�, tada galime suskai£iuoti i²rai²kos
reik²m
es vidurki�, i²reik²dami ji� per atskiru� sumos d
emenu� vidurkius.

Gauname Bell nelygyb¦:

< a0b0 > + < a0b1 > + < a1b0 > − < a1b1 > ≤ 2

Jeigu Ein²teinas teisus, jog kvantin
es mechanikos teorija yra
nepilna, tai ²i nelygyb
e turi galioti ir visuose kvantiniu� sistemu�
eksperimentuose.

R. �iegis Matematin
es teoremos



O dabar panagrin
ekime paprast¡ virtualu� eksperiment¡, kai
matuojame kvantines daleles ir i�sitikinsime, kad tada Bell nelygyb
e
jau negalioja.

Imkime dvi susietas daleles, kuriu� b	usena yra

|ψ⟩ = |01⟩ − |10⟩√
2

,

£ia |0⟩ ir |1⟩ yra Pauli matricos

σz =

(
1 0
0 −1

)
tikriniai vektoriai, ju� tikrin
es reik²m
es ±1.
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Alice gali atlikti tokius matavimus

A0 = σz , A1 = σx =

(
0 1
1 0

)
,

Bob pasirenka vien¡ i² matavimu�

B0 = −σx + σz√
2

, B1 =
σx − σz√

2
.

Naudodami kvantin
es mechanikos matematini� aparat¡ nesunkiai
suskai£iuojame vidurkius (tik
etinus kvantiniu� matavimu� rezultatus)

⟨A0 ⊗ B0 ⟩, . . .
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Kadangi seminaro dalyviai yra profesional	us matematikai, tai bet
kuri� i² J	usu� dabar pakviesiu prie lentos atlikti ²iuos skai£iavimus.

Gerai, ²iandien vyksta kal
edinis seminaras, tod
el skai£iavimus
atliksiu a² pats.
I² matematin
es statistikos paskaitu� ºinome, kad

⟨A0 ⊗ B0 ⟩ = ⟨ψ|A0 ⊗ B0 |ψ⟩ .

Tada galime pasirinkti i�vairius kelius, kaip skai£iuoti ²ias tenzorines
i²rai²kas, a² tai padarysiu ne grei£iausiu, bet papras£iausiu b	udu �
atliksime klasikinius vektorinius skai£iavimus.
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|ψ⟩ = |01⟩ − |10⟩√
2

=
1√
2

( (
1
0

)
⊗
(
0
1

)
−
(
0
1

)
⊗
(
1
0

) )

=
1√
2



0
1
0
0

−


0
0
1
0


 =

1√
2


0
1
−1
0

 ,

A0 ⊗ B0 = − 1√
2

(
1 0
0 −1

)
⊗

(
1 1
1 −1

)

− 1√
2


1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 −1 −1
0 0 −1 1

 .
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Tada skai£iuojame matricos ir vektoriaus sandaug¡, bei gautu�ju�
dvieju� vektoriu� skaliarin¦ sandaug¡

< A0 ⊗ B0 >=
1√
2
, < A0 ⊗ B1 >=

1√
2
,

< A1 ⊗ B0 >=
1√
2
, < A1 ⊗ B0 >= − 1√

2
.

Vadinasi Bell i²rai²ka yra lygi

< A0⊗B0 > + < A0⊗B1 > + < A1⊗B0 > − < A1⊗B0 >= 2
√
2.

Taigi, suradome teorini� kontrapavyzdi�, kai Ein²teinas yra neteisus.
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Toliau jau buvo atliekami eksperimentai laboratorijose, o ne Hilberto
erdv
ese ir buvo gauti Nobelio premija �zikoje i�vertinti rezultatai.
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