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Seminary cikle nagrinésime matematinius modelius, kurie aprasomi
lauko teorijos lygtimis.

Mus domins tokie klausimai:

Trumpas matematiny lauky apibrézimas, kuo lauky modeliai skiriasi
nuo kity tipy modeliy;

Kaip sudaromi tokie modeliai, kokio tipo matematinius uzdavinius
gauname;

Skaitiniai sprendimo algoritmai. Mes gyvename virtualiosios
tikrovés aplinkoje, ir jos tik daugeés;
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Pasirinkome du fundamentalius modelius:

Maksvelo lyg€iy sistema, modeliuojancia elektromagnetinius laukus;
Einsteino gravitacijos teorinj model;.

Kodél naudojame terming fundamentalius modelius?

Gravitacijos ir elektromagnetiné jégos yra dvi is keturiy zinomy
fundamentaliyjy saveiky.

Iki 20 amziaus treciojo deSimtmecio vidurio daugiau
fundamentaliyjy jégy ir nebuvo Zinoma, o jau minéta gravitaciné
saveika pilnai (?77) suprasta tik pries 30 mety (uz Siuos darbus
buvo skirtos dvi Nobelio premijos fizikos srityje).

R. Ciegis Matematiniai laukai



Pradékime nuo pirmos pastabos, kad jvairiose matematikos, fizikos
ir gyvenimo srityse turime skirtingus lauko strukturos supratimus (ir
poreikius).
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kalbésime ne apie tai...
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Pradékime nuo pirmos pastabos, kad jvairiose matematikos, fizikos
ir gyvenimo srityse turime skirtingus lauko strukturos supratimus (ir
poreikius).

Smagu iSeiti j gamta ir keliauti lauky takais, takeliais. Deja, §j karta
kalbésime ne apie tai...

Lauko teorija yra matematikos sritis, kuri tiria matematiniy lauky
savybes.

Laukas yra matematiné struktura, kurioje apibréztos sudéties,
atimties, daugybos ir dalybos operacijos.

Ypac svarbios yra asociatyvumo, komutatyvumo ir distributyvumo
taisyklés.

Uztenka paminéti rezultatus, gautus algebroje, kur lauko teorija yra
apjungta su grupiy teorija (tai ir kriptografijos dirvonai).
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Nagrinédami fizikiniy reiskiniy modelius laukus apibréziame kiek
kitaip.

R. Ciegis Matematiniai laukai



Nagrinédami fizikiniy reiskiniy modelius laukus apibréziame kiek
kitaip.

Tegul Q yra erdvés (ar plokstumos) sritis.
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Tegul Q yra erdvés (ar plokstumos) sritis.

Srityje yra nusakytas skaliarinis laukas, jeigu kiekvienam srities Q
taskui M € Q pagal kokj nors désnj priskiriamas skaicius U(M).

Taigi skaliarinis laukas yra funkcija U : Q — R.
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Nagrinédami fizikiniy reiskiniy modelius laukus apibréziame kiek
kitaip.
Tegul Q yra erdvés (ar plokstumos) sritis.

Srityje yra nusakytas skaliarinis laukas, jeigu kiekvienam srities Q
taskui M € Q pagal kokj nors désnj priskiriamas skaicius U(M).

Taigi skaliarinis laukas yra funkcija U : Q — R.

Jei kiekvienam srities Q taskui M € Q priskiriamas vektorius u(M),
tai sakoma, kad srityje € yra apibréztas vektorinis laukas u.

Taigi vektorinis laukas yra funkcija u : Q — R3.

Panasiai galime apibrézti ir tenzorinj lauka.
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Dazniausiai laukai kinta laike, taigi turime modeliuoti, kaip
kiekvienu laiko momentu keiciasi lauko reiksmés kiekviename srities
Q taske.
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Sia dinamika apraso atitinkamos matematinés lygtys ir jy sistemos.
Kadangi nagrinéjame funkcijy erdvine dinamika, tai matematiniai
modeliai yra aprasomi diferencialinémis lygtimis dalinémis
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Dazniausiai laukai kinta laike, taigi turime modeliuoti, kaip
kiekvienu laiko momentu keiciasi lauko reiksmés kiekviename srities
Q taske.

Sia dinamika apraso atitinkamos matematinés lygtys ir jy sistemos.
Kadangi nagrinéjame funkcijy erdvine dinamika, tai matematiniai
modeliai yra aprasomi diferencialinémis lygtimis dalinémis
iSvestinémis.

Jy analizé pateikiama matemtiniy fizikos lygciy kursuose, kuriuos
rasite visy solidziy technikos universitety studijy programose.
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Negalime neaptarti dar vieno svarbaus aspekto, kuris labai jaudino
Izaoka Niutona. O ir mes vis dar nezinome galutinio atsakymo.
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Izaoka Niutona. O ir mes vis dar nezinome galutinio atsakymo.

Niutong isgarsino rezultatai, gauti sprendziant optikos uzdavinius.
Tada seké garsusis jo mokslinis veikalas Philosophia Naturalis
Principia Mathematica, jame pateiktas ir gravitacijos jégy modelis
bei taikymai dangaus kuny mechanikoje.
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Negalime neaptarti dar vieno svarbaus aspekto, kuris labai jaudino
Izaoka Niutona. O ir mes vis dar nezinome galutinio atsakymo.

Niutong isgarsino rezultatai, gauti sprendziant optikos uzdavinius.
Tada seké garsusis jo mokslinis veikalas Philosophia Naturalis
Principia Mathematica, jame pateiktas ir gravitacijos jégy modelis
bei taikymai dangaus kuny mechanikoje.

Ir kiekvieng karta atsirado neiSsprendziamas teorinis dvilypumas:

Sviesa yra daleliy judéjimas ar banga?

Po ilgy apmastymy Niutonas pasirinko daleliy modelj. Bet bangos
modelis taip graziai paaiskina 3viesos interferencija, difrakcija.
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Niuotono gravitacinés lygtys yra puikios ir universalios — i$ jy
gauname visus tris Keplerio désnius. Bet ...
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traukos désnis veikia tarp bet kuriy masyviy kuny begaliniu greiciu
ir neaisku, kokia terpe Sis poveikis sklinda.
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Niuotono gravitacinés lygtys yra puikios ir universalios — i$ jy
gauname visus tris Keplerio désnius. Bet ...

traukos désnis veikia tarp bet kuriy masyviy kuny begaliniu greiciu
ir neaisku, kokia terpe Sis poveikis sklinda.

Tai buvo viena i priezasciy, kodél Niutonas ilgokai nepublikavo Siy
epochiniy rezultaty.
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Va dia ir pagelbéjo Maksvelo modelis, sukurtas 1862-1873 metais.
Maksvelas parodé, kad Sviesa yra elektromagnetinés bangos,
sklindancios elektromagnetiniame lauke.

R. Ciegis Matematiniai laukai



Va dia ir pagelbéjo Maksvelo modelis, sukurtas 1862-1873 metais.
Maksvelas parodé, kad Sviesa yra elektromagnetinés bangos,
sklindancios elektromagnetiniame lauke.

Sis modelis pakeité daugelj gyvenimo sriciy, pvz. leido sukurti
radija, "pamatyti", iSgirsti, jdarbinti kitas svarbias bangas (optiniy
bangy diapazonas yra labai siauras).
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Va dia ir pagelbéjo Maksvelo modelis, sukurtas 1862-1873 metais.
Maksvelas parodé, kad Sviesa yra elektromagnetinés bangos,
sklindancios elektromagnetiniame lauke.

Sis modelis pakeité daugelj gyvenimo sriciy, pvz. leido sukurti
radija, "pamatyti", iSgirsti, jdarbinti kitas svarbias bangas (optiniy
bangy diapazonas yra labai siauras).

Taigi Niutonas buvo neteisus?
Neskubékime taip teigti.
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1900 metais Max Planck, spresdamas juodojo kuny spinduliavimo
uzdavinj, suformulavo svarby postulata, kad elektromagnetiné
energija gali buti isspinduliuota tik porcijomis-kvantais:

E = hv,

Cia h yra Planko konstanta, o v spinduliuotés daznis. Uz §j darba
jam 1919 metais skirta 1918 mety Nobelio premija.
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uzdavinj, suformulavo svarby postulata, kad elektromagnetiné
energija gali buti isspinduliuota tik porcijomis-kvantais:

E = hv,

Cia h yra Planko konstanta, o v spinduliuotés daznis. Uz §j darba
jam 1919 metais skirta 1918 mety Nobelio premija.
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lokalizuoti taskai erdvéje ir judédami nesidalija, o juos sukurti arba
sugerti galima tik kaip vientisa darinj. Uz §j darba jam 1922 metais
paskirta 1921 mety Nobelio premija.
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1900 metais Max Planck, spresdamas juodojo kuny spinduliavimo
uzdavinj, suformulavo svarby postulata, kad elektromagnetiné
energija gali buti isspinduliuota tik porcijomis-kvantais:

E = hv,

Cia h yra Planko konstanta, o v spinduliuotés daznis. Uz §j darba
jam 1919 metais skirta 1918 mety Nobelio premija.

1905 metais A. Einsteinas iSplétojo $ig teorijg ir paaiskino Sviesos
fotoelektrinj efekta:

viesos energija nepasiskirsto nepertraukiamai vis didéjancioje
erdvéje, bet ja sudaro ribotas kiekis energijos kvanty, kurie yra
lokalizuoti taskai erdvéje ir judédami nesidalija, o juos sukurti arba
sugerti galima tik kaip vientisa darinj. Uz §j darba jam 1922 metais
paskirta 1921 mety Nobelio premija.

Taigi 3viesa visgi yra sudaryta i3 daleliy ir Niutonas buvo teisus?
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Ir vél neskubékime taip teigti.

I5 M. Planko bei A. Einsteino darby seké, kad Sviesa pasizymi ne tik
bangy, bet ir daleliy savybémis. Sig mintj 1924 metais Luisas de
Broilis isplété visoms medziagos formoms. Jis teigé, kad bet kuri
dalelé elgiasi kaip banga, kurios bangos ilgis A yra atvirksciai
proporcingas jos judesio kiekiui (impulsui) p

A=h/p.

Taigi turime bangy ir daleliy dualuma, kurj aiskina kvantinés
mechanikos teorija.
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Ir vél neskubékime taip teigti.

I5 M. Planko bei A. Einsteino darby seké, kad Sviesa pasizymi ne tik
bangy, bet ir daleliy savybémis. Sig mintj 1924 metais Luisas de
Broilis isplété visoms medziagos formoms. Jis teigé, kad bet kuri
dalelé elgiasi kaip banga, kurios bangos ilgis A yra atvirksciai
proporcingas jos judesio kiekiui (impulsui) p

A=h/p.

Taigi turime bangy ir daleliy dualuma, kurj aiskina kvantinés
mechanikos teorija.

Niutonas buvo teisus abejodamas dél Sviesos prigimties ir
negalédamas pasirinkti tarp dalelés ir bangos.

Ar tai jau pabaiga? Vargu, nes populiariausia siuo metu Kvantiné
Lauko Teorija QFD remiasi samprata, kad kvantiniai laukai yra
fundamentali ir universali materijos forma.
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Pagrindinés vektoriniy lauky operacijos

Imkime skaliarinj lauka U : Q — R ir vektorinj lauka u : Q — R3.
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Pagrindinés vektoriniy lauky operacijos

Imkime skaliarinj lauka U : Q — R ir vektorinj lauka u : Q — R3.
Gradiento operatorius:

V=10 :i81+j82+k83,

gradU=VU=i01U+johU+kosU.
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Pagrindinés vektoriniy lauky operacijos

Imkime skaliarinj lauka U : Q — R ir vektorinj lauka u : Q — R3.
Gradiento operatorius:

V=10 :i81+j82+k83,

gradU=VU=i01U+johU+kosU.
Divergencijos operatorius:
divu=V - -u= 01t + Orup + J3u3.

Laplaso operatorius

3 2U
div (gradU) = V - (VU) Z :
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Diferencialinis rotoriaus operatorius rot (arba curl)

V X u = curl(u),

i j k Opuz — O3up
V xu= 81 (92 83 = 83U1 — (91U3
up U U3 Orup — Dot

= (82U3 — 83U2) i+ (83U1 — 81U3)j + (81u2 — 82u1) k.

R. Ciegis Matematiniai laukai



Kodél yra apibrézti tokie operatoriai?
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Divergencija pateikia vektorinio lauko (pvz. vandens tekéjimo)
kiekviename taske sugeneruojamus srautus tenkancius vienetiniam
turiui (gauname skaliarinj lauka).
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fundamentiniy ir taikomyjy uzdaviniy.

Gradientas yra ta kryptis, kuria skaliariné funkcija duotajame taske
didéja greciausiai (gauname vektorinj lauka).

Divergencija pateikia vektorinio lauko (pvz. vandens tekéjimo)
kiekviename taske sugeneruojamus srautus tenkancius vienetiniam
turiui (gauname skaliarinj lauka).

Rotorius, apskaiCiuotas duotojo vektorinio lauko taske, parodo ilgj ir
kryptj vektoriaus, atitinkancio didziausia sukinj (vél gauname
vektorinj lauka).

R. Ciegis Matematiniai laukai



Gauso divergencijos teorema.

/divudv:/ u-nda,
v ov

¢ia n yra pavirsiaus 9V iSoriné normalé.

R. Ciegis i laukai




Gauso divergencijos teorema.

/divudv:/ u-nda,
v ov

¢ia n yra pavirsiaus 9V iSoriné normalé.

Imkite u = VU, V = [xo, x0 + dx] X [yo, ¥0 + dy] X [20, 20 + dz] ir
pritaikykite Gauso divergencijos teorem3.

Kaip gautajj rezultata naudojame baigtiniy turiy metode
aproksimuodami Laplaso operatoriy?

R. Ciegis Matematiniai laukai



Stokso teorema.

/(qu)-nda:/ u-rdl.
A dA

Cia n yra pavirsiaus A isoriné normalé (vektorinis laukas), o
7 : OA — R3 tangentinis vektorinis laukas.

Kreivés OA apéjimo kryptis yra suderinta su n kryptimi.

R. Ciegis Matematiniai laukai



