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Gal
etume pasirinkti ne vien¡ kvantu� tematik¡, kurios jau uºpild
e
HPC ir virtualaus modeliavimo mokslinius ºurnalus, socialinius
tinklus ir net pakeit
e ²eimininkiu� pokalbiu� tematik¡ populiariuose
Vilniaus turguose.

Universiteto kavin
eje pokalbiai apie kvantinius algoritmus,
pagardinti kvantine kava irgi tapo savaitiniu antradienio renginiu.
Kvie£iame prisijungti.

Taigi universitetuose matematikams jau kaip ir b	utina tapti
"ra²tingais" kvantiniu� algoritmu� teorijoje (o dar geriau ir
skai£iavimo i�g	udºiu� srityje).
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Reikia i²skaidyti duot¡ji� skai£iu� n i� du pirminius daugiklius n = pq.

Tai klasikinis ir labai graºus skai£iu� teorijos uºdavinys.

Prad
ejus pla£iai naudoti RSA vie²ojo rakto algoritm¡ � skai£iu�
faktorizavimas tapo labai aktualiu taikomuoju uºdaviniu.
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Nagrin
ekime papras£iausi¡ ir daºniausiai naudojam¡ algoritm¡,
kuriuo faktorizavimo uºdavini� sprendºiame ie²kodami maºesniojo
pirminio daugiklio p. I² eil 
es tikriname visus nelyginius skai£ius nuo
3 iki

√
n. Jo sud
etingumas yra O(

√
n ).

Imkime dabartini� RSA ²ifravimo algoritmo rakt¡, jo ilgis
22048 = 10616, tada skai£iavimu� apimtis yra O(10308).

Galingiausiu� lygiagre£iu�ju� kompiuteriu� skai£iavimo greitis yra net
1018 operaciju� per sekund¦, bet tai tik la²elis j	uroje norint
"nulauºti" RSA rakt¡.
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�iandien ºinomi spar£iausi faktorizavimo algoritmai yra
stochastiniai. Pamin
esime bendr¡ji� skai£iu� lauko r
eti� (The Number
Field Sieve).

Jo sud
etingumas yra superpolinominis:

O
(
exp

(
1.9(ln n)

1

3 (ln ln n)
2

3

))
.

Tada RSA rakto radimas pareikalaus tik O(1035) veiksmu�, bet visgi
tai nei�veikiamas uºdavinys ²iuolaikiniams kompiuteriams.
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Shor atkreip
e d
emesi� i� kit¡ faktorizacijos algoritm¡, paskelbt¡
Miller, 1976 metais.

1. Atsitiktinai pasirenkame skai£iu� x < n, toki�, kad gcd(x , n) = 1.

2. Apibr
eºiame funkcij¡ f (a) := xa (mod n).

3. Randame (kaºkaip) funkcijos f (a) period¡ f (a+ r) = f (a), t.y.
toki� r , kad x r ≡ 1 ( mod n).

4. Jeigu r yra lyginis ir x
r
2 ̸≡ −1(mod n), tai skai£iuojame

skai£iaus n pirminius daugiklius

p, q := gcd(x
r
2 ± 1, n),

nes
(x

r
2 − 1) (x

r
2 + 1) = x r − 1 ≡ 0 ( mod n).
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Tada turime gauti atsakymus i� tokius klausimus:

1. Ar sud
etinga parinkti tinkam¡ skai£iu� x?

Shor parod
e, kad atsitiktinai parenkant x toki�, kad gcd(x , n) = 1,
tikimyb
e, jog x yra tinkamas periodo paie²kai,
t.y. r yra lyginis skai£ius ir x

r
2 + 1 ̸≡ 0 ( mod n)

yra lygi 1
2 .
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n = 15 = 3x5

Imkime x = 8.

a : 0 1 2 3 4

8a mod 15 : 1 8 4 2 1

Tada r = 4, x2 + 1=5 ̸≡ 0 mod 15, p, q=gcd(4± 1, 15) = {3, 5}.

Imkime x = 4.

a : 0 1 2

4a mod 15 : 1 4 1

Tada r = 2, x1 + 1=5 ̸≡ 0 mod 15, p, q=gcd(4± 1, 15) = {3, 5}.

R. �iegis Kvantinio Shor algoritmo klasikin
e matematin
e analiz
e



n = 15 = 3x5

Imkime x = 8.

a : 0 1 2 3 4

8a mod 15 : 1 8 4 2 1

Tada r = 4, x2 + 1=5 ̸≡ 0 mod 15, p, q=gcd(4± 1, 15) = {3, 5}.

Imkime x = 4.

a : 0 1 2

4a mod 15 : 1 4 1

Tada r = 2, x1 + 1=5 ̸≡ 0 mod 15, p, q=gcd(4± 1, 15) = {3, 5}.

R. �iegis Kvantinio Shor algoritmo klasikin
e matematin
e analiz
e



Imkime x = 14.

a : 0 1 2

14a mod 15 : 1 14 1

Tada r = 2, x1 + 1=15 ≡ 0 mod 15 � netinka.
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Turime 2 registrus, kiekviename po j kubitu�

|0⟩|0⟩ := |00 . . . 0⟩|00 . . . 0⟩ .

Pirmojo registro kiekvienam kubitui pritaikome Hadamar
transformacij¡, kuri perveda kubit¡ i� superpozicij¡ 1√

2
(|0⟩+ |1⟩)

1
q1/2

q−1∑
a=0

|a⟩|0⟩ .

Tada kiekvienam a skai£iuojame xa( mod n) ir rezultat¡ saugome
antrame registre

1
q1/2

q−1∑
a=0

|a⟩|xa( mod n)⟩ .
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Tai svarbiausia Shor algoritmo dalis: jis sukonstravo efektyvi¡
kvantin¦ unitari¡j¡ funkcij¡, jos sud
etingumas yra logaritminis, t.y.
kvadratin
e polinomin
e funkcija (log n)2 log log n.

Uºbaigus ²i� ºingsni�, jau suradome period¡ r , bet negalime ji� i²skirti
ir spausdinti...

Shoro algoritme su pirmojo registro kubitais atliekame kvantin¦
Furje transformacij¡, jos apibr
eºimas yra analogi²kas klasikinei
diskre£iajai FT (atvaizduojame kubit¡ a):

1
q1/2

q−1∑
c=0

exp(2iπac/q) |c⟩ .
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Tada gauname toki¡ kvantin¦ b	usen¡

1
q

q−1∑
a=0

q−1∑
c=0

exp(2iπac/q) |c⟩ .

CFT realizavimo algoritmo sud
etingumas v
el logaritminis.

Laikas nuspr¦sti, kiek kubitu� naudosime kiekviename registre.

Pasirinktas sprendimas atrodo nelogi²kas: surandame q toki�, kad

q = 2m, n2 ≤ q < 2n2.
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Dabar atliekame matavim¡ ir gauname rezultat¡∣∣∣c , 2k( mod n)
〉
.

Fakti²kai mums svarbus tik pirmojo registro rezultatas.

Apskai£iuokime tikimyb¦, kad bus gautas kaip tik toks matavimo
rezultatas.

Funkcija f (a) yra periodin
e, jos periodas r (deja, jo reik²m
es mes
neºinome, ji� norime rasti).
Sumuojame visus galimus tokio rezultato variantus∣∣∣∣∣1q ∑

a: xa≡xk

exp(2iπac/q)

∣∣∣∣∣
2

.

Paºym
ej¦ a = br + k , ²i¡ formul¦ galime uºra²yti ir taip∣∣∣∣∣∣1q
⌊(q−k−1)/r⌋∑

b=0

exp(2iπ(br + k)c/q)

∣∣∣∣∣∣
2

.
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Shor pateikia nesud
eting¡ matematin¦ analiz¦, kokia yra tikimyb
e
matavimuose gauti atskiras modas

∣∣c, xk ( mod n)
〉
.

�i tikimyb
e yra didel
e tik toms modoms, kurioms liekana {rc}q (ji
ekvivalenti rc ( mod q)), yra pakankamai maºa:

|{rc}q| ≤ r/2,

Atkreipiame d
emesi�, kad

|{rc}q| ≤ q/2.

Taip bus tik tada, kai egzistuoja toks d , jog

− r

2
≤ rc − dq ≤ r

2
.
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Atkreipiame d
emesi�, kad

|{rc}q| ≤ q/2.

Taip bus tik tada, kai egzistuoja toks d , jog

− r

2
≤ rc − dq ≤ r

2
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