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Galétume pasirinkti ne viena kvanty tematika, kurios jau uzpilde
HPC ir virtualaus modeliavimo mokslinius Zurnalus, socialinius
tinklus ir net pakeité seimininkiy pokalbiy tematika populiariuose
Vilniaus turguose.

Universiteto kavinéje pokalbiai apie kvantinius algoritmus,
pagardinti kvantine kava irgi tapo savaitiniu antradienio renginiu.
KvieCiame prisijungti.

Taigi universitetuose matematikams jau kaip ir butina tapti
"rastingais" kvantiniy algoritmy teorijoje (o dar geriau ir
skaiciavimo jgudziy srityje).
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Reikia iSskaidyti duotajj skaiCiy n j du pirminius daugiklius n = pq.
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Reikia iSskaidyti duotajj skaiCiy n j du pirminius daugiklius n = pq.

Tai klasikinis ir labai grazus skaiciy teorijos uzdavinys.
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Reikia iSskaidyti duotajj skaiCiy n j du pirminius daugiklius n = pq.
Tai klasikinis ir labai grazus skaiciy teorijos uzdavinys.

Pradéjus placiai naudoti RSA vieSojo rakto algoritma — skaiCiy
faktorizavimas tapo labai aktualiu taikomuoju uzdaviniu.
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Nagrinékime paprasciausia ir dazniausiai naudojamg algoritmg,
kuriuo faktorizavimo uzdavinj sprendziame ieskodami mazesniojo
pirminio daugiklio p. I3 eilés tikriname visus nelyginius skai€ius nuo
3 iki v/n. Jo sudétingumas yra O(/n).
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Nagrinékime paprasciausia ir dazniausiai naudojamg algoritmg,
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pirminio daugiklio p. I3 eilés tikriname visus nelyginius skai€ius nuo
3 iki v/n. Jo sudétingumas yra O(/n).

Imkime dabartinj RSA Sifravimo algoritmo rakta, jo ilgis
22048 — 1016 tada skaiciavimy apimtis yra O(103%%).
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Nagrinékime paprasciausia ir dazniausiai naudojamg algoritmg,
kuriuo faktorizavimo uzdavinj sprendziame ieskodami mazesniojo
pirminio daugiklio p. I3 eilés tikriname visus nelyginius skai€ius nuo
3 iki v/n. Jo sudétingumas yra O(/n).

Imkime dabartinj RSA Sifravimo algoritmo rakta, jo ilgis
22048 — 1016 tada skaiciavimy apimtis yra O(103%%).

Galingiausiy lygiagreciyjy kompiuteriy skaiCiavimo greitis yra net
10'® operacijy per sekunde, bet tai tik laselis jiroje norint
"nulauzti" RSA rakta.
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Siandien Zinomi sparciausi faktorizavimo algoritmai yra
stochastiniai. Paminésime bendrajj skaiiy lauko rétj (The Number
Field Sieve).

Jo sudétingumas yra superpolinominis:

0] (exp (1.9(|n n)%(ln In n)%)) .
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Siandien Zinomi sparciausi faktorizavimo algoritmai yra
stochastiniai. Paminésime bendrajj skaiiy lauko rétj (The Number
Field Sieve).

Jo sudétingumas yra superpolinominis:

0] (exp (1.9(|n n)%(ln In n)%)) .

Tada RSA rakto radimas pareikalaus tik O(10%) veiksmy, bet visgi
tai nejveikiamas uzdavinys Siuolaikiniams kompiuteriams.
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Shor atkreipé démes;j j kita faktorizacijos algoritma, paskelbta
Miller, 1976 metais.
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Shor atkreipé démes;j j kita faktorizacijos algoritma, paskelbta
Miller, 1976 metais.

1. Atsitiktinai pasirenkame skaiCiy x < n, tokj, kad ged(x, n) = 1.
2. Apibréziame funkcija f(a) := x? (mod n).
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Shor atkreipé démes;j j kita faktorizacijos algoritma, paskelbta
Miller, 1976 metais.

1. Atsitiktinai pasirenkame skaiCiy x < n, tokj, kad ged(x, n) = 1.
2. Apibréziame funkcija f(a) := x? (mod n).

3. Randame (kazkaip) funkcijos f(a) perioda f(a+ r) = f(a), t.y.
tokj r, kad x" =1 ( mod n).
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Shor atkreipé démes;j j kita faktorizacijos algoritma, paskelbta
Miller, 1976 metais.

1. Atsitiktinai pasirenkame skaiCiy x < n, tokj, kad ged(x, n) = 1.
2. Apibréziame funkcija f(a) := x? (mod n).

3. Randame (kazkaip) funkcijos f(a) perioda f(a+ r) = f(a), t.y.
tokj r, kad x" =1 ( mod n).

4. Jeigu r yra lyginis ir x2 # —1(mod n), tai skai¢iuojame
skai€iaus n pirminius daugiklius

p.q = ged(x2 £1,n),

nes

R. Ciegis Kvantinio Shor algoritmo klasikiné matematiné analizé



Shor atkreipé démes;j j kita faktorizacijos algoritma, paskelbta
Miller, 1976 metais.

1. Atsitiktinai pasirenkame skaiCiy x < n, tokj, kad ged(x, n) = 1.
2. Apibréziame funkcija f(a) := x? (mod n).

3. Randame (kazkaip) funkcijos f(a) perioda f(a+ r) = f(a), t.y.
tokj r, kad x" =1 ( mod n).

4. Jeigu r yra lyginis ir x2 # —1(mod n), tai skai¢iuojame
skai€iaus n pirminius daugiklius

p.q = ged(x2 £1,n),

nes

R. Ciegis Kvantinio Shor algoritmo klasikiné matematiné analizé



Tada turime gauti atsakymus j tokius klausimus:

1. Ar sudétinga parinkti tinkama skaiciy x?

R. Ciegis Kvantinio Shor algoritmo klasikiné matematiné analizé



Tada turime gauti atsakymus j tokius klausimus:
1. Ar sudétinga parinkti tinkama skaiciy x?

Shor parodé, kad atsitiktinai parenkant x tokj, kad ged(x, n) =1,
tikimybé, jog x yra tinkamas periodo paieskai,
t.y. r yra lyginis skaicius ir x2 +1 £ 0 ( mod n)

o1
yra lygi 5.
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n=15=3x5

Imkime x = 8.

a: 01 2 3 4
8 mod15: 1 8

Tada r = 4, x> + 1=5 % 0 mod 15, p, g=gcd(4 &+ 1,15) = {3,5}.
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n=15=3x5

Imkime x = 8.

a: 01 2 3 4
8 mod15: 1 8

Tada r = 4, x> + 1=5 % 0 mod 15, p, g=gcd(4 &+ 1,15) = {3,5}.

Imkime x = 4.

a: 0 1
4° mod1l5: 1 4 1

Tada r = 2, x! +1=5 # 0 mod 15, p, g=gcd(4 £ 1,15) = {3,5}.
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Imkime x = 14.

a: 01 2
14° mod15: 1 14 1

Tada r =2, x! +1=15 = 0 mod 15 — netinka.
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Turime 2 registrus, kiekviename po j kubity

10Y[0) := [00...0)[00...0).
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Turime 2 registrus, kiekviename po j kubity
|0}|0) :=]00...0)|00...0).

Pirmojo registro kiekvienam kubitui pritaikome Hadamar
transformacija, kuri perveda kubita j superpozicija %(\O} +11))

1 &
7 Z |a)[0) .
q a=0
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Turime 2 registrus, kiekviename po j kubity
|0}|0) :=]00...0)|00...0).

Pirmojo registro kiekvienam kubitui pritaikome Hadamar
transformacija, kuri perveda kubita j superpozicija %(\O} +11))

1 &
T/22|3>\0>-
q a=0

Tada kiekvienam a skaiciuojame x?( mod n) ir rezultata saugome
antrame registre
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Tai svarbiausia Shor algoritmo dalis: jis sukonstravo efektyvia
kvantine unitarigja funkcija, jos sudétingumas yra logaritminis, t.y.
kvadratiné polinominé funkcija (log n)? log log n.
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Uzbaigus §j zingsnj, jau suradome perioda r, bet negalime jj iskirti
ir spausdinti...
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Tai svarbiausia Shor algoritmo dalis: jis sukonstravo efektyvia
kvantine unitarigja funkcija, jos sudétingumas yra logaritminis, t.y.
kvadratiné polinominé funkcija (log n)? log log n.

Uzbaigus §j zingsnj, jau suradome perioda r, bet negalime jj iskirti

ir spausdinti...

Shoro algoritme su pirmojo registro kubitais atlickame kvantine
Furje transformacija, jos apibrézimas yra analogiskas klasikinei
diskreciajai FT (atvaizduojame kubitg a):

-1
1 3 ,
e E exp(2irac/q)|c) .
c=0
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Tada gauname tokia kvantine busena

ZZ p(2imac/q)|c) .
=0 c=0

CFT realizavimo algoritmo sudétingumas vél logaritminis.
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Tada gauname tokia kvantine busena

ZZ p(2imac/q)|c) .
=0 c=0

CFT realizavimo algoritmo sudétingumas vél logaritminis.

Laikas nuspresti, kiek kubity naudosime kiekviename registre.
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Tada gauname tokia kvantine busena

ZZ p(2imac/q)|c) .
=0 c=0

CFT realizavimo algoritmo sudétingumas vél logaritminis.

Laikas nuspresti, kiek kubity naudosime kiekviename registre.

Pasirinktas sprendimas atrodo nelogiskas: surandame g tokj, kad

m

qg=2", n2§q<2n2.
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Dabar atliekame matavima ir gauname rezultata
c,2%( mod n)>

Faktiskai mums svarbus tik pirmojo registro rezultatas.
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Dabar atliekame matavima ir gauname rezultata
c,2%( mod n)>
Faktiskai mums svarbus tik pirmojo registro rezultatas.

ApskaiCiuokime tikimybe, kad bus gautas kaip tik toks matavimo
rezultatas.
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Dabar atliekame matavima ir gauname rezultata
c,2%( mod n)>
Faktiskai mums svarbus tik pirmojo registro rezultatas.

ApskaiCiuokime tikimybe, kad bus gautas kaip tik toks matavimo
rezultatas.

Funkcija f(a) yra periodiné, jos periodas r (deja, jo reiksmés mes
nezinome, jj norime rasti).
Sumuojame visus galimus tokio rezultato variantus

2
1

- Z exp(2imac/q)
q - ya—yk
a: X=X
Pazyméje a = br + k, Sig formule galime uzrasyti ir taip

[(q—k—1)/r] 2

- Z exp(2im(br + k)c/q)

b=0
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Shor pateikia nesudétingag matematine analize, kokia yra tikimybé
matavimuose gauti atskiras modas |c,x* ( mod n)).

Si tikimybe yra didelé tik toms modoms, kurioms liekana {rc} (ji
ekvivalenti rc ( mod q)), yra pakankamai maza:

[{re}ql < r/2,

Atkreipiame démesj, kad

[{retal < q/2.
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Shor pateikia nesudétingag matematine analize, kokia yra tikimybé
matavimuose gauti atskiras modas |c,x* ( mod n)).

Si tikimybe yra didelé tik toms modoms, kurioms liekana {rc} (ji
ekvivalenti rc ( mod q)), yra pakankamai maza:

[{re}ql < r/2,

Atkreipiame démesj, kad

[{retal < q/2.

Taip bus tik tada, kai egzistuoja toks d, jog

.
——<rc—dg<
2_rc q =

N~
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Padalije i rq ir pertvarke narius, gauname

c d
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Padalije i rq ir pertvarke narius, gauname

Mes Zinome c ir q. Kadangi g > n?, tai egzistuoja ne daugiau kaip
viena tokia trupmena d/r su r < n, kuri tenkina duotaja nelygybe.
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Padalije i rq ir pertvarke narius, gauname

Mes Zinome c ir q. Kadangi g > n?, tai egzistuoja ne daugiau kaip
viena tokia trupmena d/r su r < n, kuri tenkina duotaja nelygybe.

Taigi reikia rasti maziausig trupmenos vardiklj r, tarpusavyje pirmin;
su skaitikliu d.

Tokj uzdavinj efektyviai sprendziame naudodami testiniy trupmeny
metoda, kai skleidziame c/gq.
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