1 skyrius

Algoritmy sudarymo budai

1.1. Dinaminio programavimo metodas

Pilno varianty perinkimo algoritmai daznai yra neefektyvis dél labai
didelio nagrinéjamy varianty skaiciaus. Analizuodami tokius algoritmus
matome, kad skirtingy varianty yra daug maziau, nes skai¢iavimuose ge-
neruojamos persidengian¢ios uzduoéiy aibés. Sio trikumo neturi dinaminio
programavimo metodas, kurj pasiulé Belmanas (R. Bellman). Jis naudotinas
tada, kai tenkinamos tokios salygos:

o Skirtingy varianty yra daug maziau nei perrinkimo algoritme nagriné-
jamy varianty skaicCius. Algoritmo vykdymo metu generuojamos uz-
duociy aibés esmingai persidengia, todél daug karty sprendziame tas
pacias uzduotis. Dinaminio programavimo metode jsimename iSspres-
ty uzduociy sprendinius ir sprendziame tik naujus uzdavinius.

e Uzdavinys tenkina Belmano salyga, kad optimalus sprendinys yra su-
darytas i$ atskiry mazesniy uzduodiy optimaliy sprendiniy. Si salyga
uzrasoma rekurentinés lygybés forma ir esminiai sumazina nagriné-
jamy varianty skaiciy.

Skaldyk ir valdyk algoritme uzduotys generuojamos nuo virsaus j apacia,
t.y. pradinis uzdavinys skaidomas i kelias mazesnes uzduotis, kurios toliau
dalijamos j mazesnes. Dinaminio programavimo metode uzdavinj pradeda-
me spresti nuo maziausiy ir lengvai iSsprendziamy uzduociy, jy rezultatus
naudojame spresdami didesnes uzduotis ir taip surandame viso uzdavinio
sprendinj. Realizuodami dinaminio programavimo metoda nagrinéjame tik
tuos variantus, kuriy gali prireikti sudarant optimalia strategija.
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Dinaminio programavimo metodo pagrindinius zingsnius aptarsime na-
grinédami tokj svarby uzdavinj. Reikia sudauginti n matricy AjAg--- A,
¢ia A; yra p;_1 Xp; dydzio matrica. Nors galutinis rezultatas nepriklauso nuo
matricy dauginimo tvarkos, atliekamy veiksmy skaicius gali labai smarkiai
skirtis. Priminsime, kad daugindami dvi n x m ir m X k dydzio matricas
atliekame 2nmk aritmetiniy veiksmuy.

Nagrinékime pavyzdj, kai dauginame 10 x 200, 200 x 4 ir 4 x 80 dydzio
matricas AjAsAjz. Sig uzduotj galime jvykdyti dviem skirtingais biidais:

1. (A1A2)A3 atliekami 16000 4 6400 = 22400 veiksmai,
2. A1(A2A3) atliekami 128000 + 320000 = 448000 veiksmai,

t.y. antruoju budu atliekame dvidesimt karty daugiau veiksmy. Skirtingy
daugybos varianty skaicCius labai greitai didéja, teisingas toks asimptotinis
ju ivertis Q(4™/n%/?).

Dabar §j uzdavinj spresime dinaminio programavimo metodu. Pirmiau-
sia reikia rasti sprendinio optimalumo salyga ir jsitikinti, kad viso uzdavinio
optimaly sprendinj galime sudaryti i§ mazesniy uzduociy optimaliy spren-
diniy. Pazymékime

Aij=AiAip Ay
Tada optimalig sandaugos skaiciavimo tvarka apibréziame lygybe
AjAy Ay = A kAt

ir paskutiniame algoritmo Zingsnyje, daugindami matricas Ay ir Aq1)..1
atliekame 2pgprp, veiksmus. Pries tai reikéjo apskaiciuoti pacias matricas
Atk it A(j41)..n, Sias sandaugas vél reikia skaiciuoti optimaliu budu. Taigi
parodéme, kad viso uzdavinio optimalaus sprendinio skaic¢iavimas suveda-
mas j dviejy mazesniy matricy seky sandaugos skaic¢iavimo uzdavinj.

Sudarysme rekurentine lygtj, apibréziancia optimaly uzdavinio sprendi-
nj. Pazymeékime m(i,j) aritmetiniy veiksmu skaciy optimaliu budu daug-
inant matricas A;A;11---A;. Tada, remiantis pateikta analize, egzistuoja
toks k, kad siy matricy sandaugg isskaidome j matricy A; g ir Agir)..;
sandauga
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Kadangi i$ anksto nezinome, kuris k turi buti pasirinktas, tai gauname
variacine rekurentine lygti
0, ©=17,

min_ (m(i, k) +m(k+1,5) + 2pi—1ipep;), @ < J.
1<k<j

m(i,j) = (L1)

Aisku, kad m(1,n) apibrézia visy n matricy daugybos optimalaus algo-
ritmo kastus. Taciau tiesioginis rekursijos algoritmas yra labai neefektyvus
(netgi eksponentinio sudétingumo), nes vél daug karty skaiciuojame tuos
pacius koeficientus m(i, j). Nesunku jvertinti, kad skirtingy koeficienty yra
tik ( )

n(n +
n—l—(n—l)—l—...—l—l:T.
Juos saugosime matricoje M(7,j), 1 < i < j < n. Matricoje P(i,7) isimin-
sime su kokia k reikSme radome maziausia reiksme (1.1) formuléje. Masyvo
pli] elementuose saugome dauginamy matricy dydzius.
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Skliausty isdéstymo tvarkos skaiciavimas

void Skliaustai (int n, int p, int M, int P)
(1) for (i=1;i<=n;i++)
(2) M(, i) = 0;
end for
(3) for (r=2;r<=n;r++)
(4) for (i=1;i<= n-r+1;i++ )
(5) j=i+r-1;
(6) M(i, j) = oo
(7) for (k=i;k<=j-1; k++)
(8) m = M(i, k) + M(k+1, j) + 2 p(i-1) p(K) p(j):
(9) if (m < M(,j))
(11) PG, j) = ki
end if
end for
end for
end for
end Skliaustai

Nesunku jrodyti, kad $io algoritmo sudétingumas yra O(n?), nes algo-
ritma sudaro trys jterpti ciklai, kuriy indeksai perbéga aibes, turincias ne
daugiau kaip n elementy.

Pateiksime rekursinj algoritma, kuris realizuoja matricy AjAs--- A,
daugyba. Informacija apie optimalia daugybos tvarka yra saugoma P matri-
coje. Matricas dauginame vykdydami procedura MatricuDaugyba(A,P,1,n).

Matricy sekos daugybos algoritmas

matrica MatricuDaugyba (A, P, int i, int j)
(1) if (j>1)
(2) X = MatricyDaugyba (A, P, i, P(i,j));
(3) Y = MatricyDaugyba (A, P, P(i,j)+1, j);
(4) return XY;
else
(5) return Ay;
end if else
end MatricyDaugyba
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1.1 pavyzdys. Sesiy matricy sandaugos optimali tvarka.

Skaic¢iuosime Sesiy matricy sandauga A1 A2A3A4A5Ag, kai Siy
matricy dydziai yra tokie: 40 x 50, 50 x 20, 20 x 4, 4 x 15, 15 x
25, 25 x 35. Proceduros Skliaustai skai¢iavimo rezultatai pateikti
1.1 paveiksle. Vykdydami algoritmo (3) cikla paeiliui skai¢iuojame
matricy M ir P jstrizainiy elementus. Paveiksle kiekvienos jstrizainés
laukelis pazymétas skirtinga spalva.

0
0 |[26250
o | 3000 | 10000 4
0 | 2400 | 7000
o | 8000 | 14000 32000 2
0 [80000 [ 24000 35000 | 45200 1 1 3
a) b)

1.1 pav. Matricy sandaugos optimalios tvarkos skaic¢iavimas dinaminio programav-
imo algoritmu: a) matrica M, b) matrica P.

Parodysime, kaip skaic¢iavome koeficiento M (2,5) reikSme. Algo-
ritmo Skliaustai (3) cikle r = 3, po to vykdéme (7) cikla:

k=2:

M(2,2) 4+ M(3,5) + 2p1p2ps = 04 7000 + 2 - 50 - 20 - 25 = 57000,
k=3:

M(2,3) + M(4,5) + 2p1psps = 8000 + 3000 + 2 - 50 - 4 - 25 = 21000,
k=4:

M(2,4) + M (5,5) + 2p1paps = 14000 + 0 + 2 - 50 - 15 - 25 = 51500.

Matome, kad maziausia reikSmé yra M(2,5) = 21000, ja gauname
imdami k£ = 3, todél P(2,5) = 3.

Imdami informacija, pateikta matricoje P ir pritaike procedira
MatricyDaugyba gauname, kad matricas reikia dauginti taip

(A1(A2A3)) ((A4A5)Ay),

tada atliksime tik 45200 aritmetinius veiksmus.



6 1 SKYRIUS. ALGORITMU SUDARYMO BUDAI

1.2. Godieji algoritmai

Daznai sprendziame optimizavimo uzdavinius, kai leistiny sprendiniy
aibéje ieskome sprendinio, minimizuojanc¢io pasirinkta tikslo funkcija. Na-
grinéjamy varianty skai¢ius gali buti toks didelis (nepolinominio sudétin-
gumo funkcija nuo uzdavinio parametry skaiciaus), kad ju visuy negalime
perrinkti net ir Siuolaikiniais superkompiuteriais.

Tokiy uzdaviniy sprendinio paieska dazniausiai iSskaidome j n etapy ir
kiekviename zingsnyje renkamés is nedidelio baigtinio skaiciaus varianty m.
Godieji algoritmai rekomenduoja rinktis lokaliai geriausia varianta duotojo
zingsnio metu. Tada lokalaus pasirinkimo sudétingumas O(m), o viso algo-
ritmo sudétingumas - tik O(nm) veiksmuy.

Aisku, dazniausiai negalime garantuoti, jog taip spresdami uzdavinj ran-
dame tiksly sprendinj, tokie godieji algoritmai yra euristikos, leidziancios
labai sparciai apskaiciuoti tikslaus sprendinio artinius. Euristikos pavyzdj
sukonstravome ieskodami zirgo marsruto sachmaty lentoje.

Bet egzistuoja daug svarbiy taikomuyjy uzdaviniy, kai godieji algoritmai
apibreézia tiksly sprendinj. Tokius pavyzdzius nagrinésime spresdami grafy
teorijos uzdavinius, o siame skirsnyje tik suformuluosime teorines salygas,
kai godusis algoritmas tiksliai sprendzia optimizavimo uzdavinj.

Pirmiausia parodysime, kaip sudaromi godieji algoritmai. Cia spresi-
me uzdavinius, kuriy sudétingumas yra eksponentiné duomeny skaic¢iaus

funkcija, taigi godusis algoritmas negali garantuoti tikslaus sprendinio radi-
mo.

1.2 pavyzdys. Grazos atidavimo uzdavinys. Automatas graza
atiduoda monetomis, kuriy nominalai yra:

Vi>Vo>...>V,.

G vertés sumgy reikia sudaryti taip, kad monety skaicius buty maziau-
sias. Taigi sprendziame uzdavinj:

min ~ (ng +ng + ...+ ny),
(n1y-..,num )ED

D={nmVi+nmVo+...+n,V, =G, n; >0}.

Tarkime, kad V,,, = 1, tada visada galime parinkti bent vieng mo-
nety kombinacija, kurios suma lygi G. Algoritmo idéja labai paprasta:
pirmiausia stengiamés graza atiduoti didziausio nominalo monetomis,
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tokiy monety skaicius yra ny = |G/V1], po to likusios sumos G =
G —n, Vi didziaja dalj atiduome V5 nominalo monetomis ny = |G1/V2|
ir t.t. Jeigu kuriame nors algoritmo Zingsnyje G; < Vi1, tai Vi1
nominalo monety nenaudojame.

Imkime monety rinkinj

Vi=25 Vo=11, V=5, Vi=1.

Godziuoju algoritmu apskaic¢iuojame, kad 63 centy graza reikia ati-
duoti taip
63=2-25+1-11+2-1,

taigi naudojame penkias monetas. Nesunku patikrinti, kad toks spren-
dinys yra optimalus (iSnagrinékite atvejus, kai n; < 2), bet tada
paaiskéja, kad egzistuoja ir dar vienas penkiy monety rinkinys, lei-
dziantis atiduoti tokia graza

63=1-25+3-11+1-5.
Jei G = 15, tai godziuoju algoritmu graza sudarome taip
15=1-11+4-1,

t.y. vél naudojame penkias monetas. Tacéiau egzistuoja geresnis spren-
dinys, kai klientui atiduome tris penkiy centy monetas.

1.3 pavyzdys. Diskretusis kuprinés uzpildymo uzdavinys.
(Angl. 0 —1 knapsack problem). Turime n daikty, kuriy turiai yra

V1,02,...,V,, 0 kaina p1,ps,...,pn. Reikia rasti tokj daikty rinkinj,

kuris tilpty i V' turio kupring ir ju verté buty didziausia.
Sprendziame optimizavimo uzdavinj:

max  (nip1 +nop2 + ... + NP,

(n1ye.,nm)ED
D = {7’L1U1 + novo 4 ...+ Ny, <V, n; € (0, 1)}

Taigi optimizavimo uzdavinio parametrai n; gali buti lygus tik viene-
tui arba nuliui. Pirmiausia apibréziame santykine kiekvieno daikto
bj . . —ve . . . Caes
verte s; = . Visus daiktus riisiuojame Sios vertés mazéjimo tvarka,

v

j
tarsime, kad

S1 >89 > ...2 Sp.



8 1 SKYRIUS. ALGORITMU SUDARYMO BUDAI

Kuprine stengiamés uzpildyti didziausios santykinés vertés daiktais.
Juos jmame vieng po kito ir tikriname ar daikto turis yra nedidesnis
uz likusia laisva kuprinés dalj. Jei salyga yra ispildyta, tai daikta
talpiname j kuprine, jei ne — jmame sekantj daikta.

Nagrinékime tokj pavyzdj. Turime astuonis daiktus (v;,p;):
(25,50), (20, 80), (20,50), (15,45), (30, 105), (35, 35), (20,10), (10, 45).
Apskaic¢iuojame jy santykinés vertes
17 1, 1’ 41 }

2 27 2

ir surtsiuojame daiktus verciy didéjimo tvarka

(10,45), (20, 80), (30,105), (15,45), (20, 50), (25, 50), (35,35), (20, 10).
Imkime kuprine, kurios turis V' = 80. Naudodami goduyjj algoritma
i kuprine jdedame pirmuosius keturis daiktus, jy bendras turis 75, o
verté 275 litai. Tai néra geriausias sprendinys, nes imdami pirmuosius
tris ir penktajj daiktus uzpildome visa kuprineg, o tokio krovinio verté
280 lity. Taigi godusis algoritmas vél yra tik euristika.

S={2, 4, 2%, 3, 3

Siame pavyzdyje j kuprine galéjome jdéti tik visa daikta. Jei galima imti
ir dalj daikto, tai jsitikinsime, kad godusis algoritmas visada apibrézia tiksly
uzdavinio sprendinj.

1.4 pavyzdys. Tolydusis kuprinés uzpildymo uzdavinys.

(Angl. fractional knapsack problem). Uzduoties salyga tokia pati
kaip ankstesniame pavyzdyje, tik dabar daiktai yra dalus ir galime
imti jy dalj. Tai gali buti aukso plytelés ir aukso smélis, arba su-
pakuotas ir birus cukrus. Tada vykdydami godyji kuprinés pildymo
algoritma imsime visa kiekj vertingy daikty, o maziausiai vertingo,
bet dar tilpusio j kuprine produkto imsime tik tiek, kiek liko laisvos
vietos kuprinéje.

Imkime daikty rinkinj, pateikta ankstesniame pavyzdyje ir suru-
Siuota ju santykiniy verciy didéjimo tvarka (10, 45), (20, 80), (30, 105),
(15,45), (20,50), (25,50), (35,35), (20,10). Tada j kuprine, kurios
turis V' = 80, jsidésime pirmuosius keturis daiktus (ju turis 75, o verté
275 litai) ir ketvirtadalj penktojo produkto (jo turis 5, o verté 12,5
lity). Taigi krovinys uzpildo visa kuprine, o jo verté 287, 5 litai.

Godziyjy algoritmy naudojimo sritis

Siame skyrelyje aptarsime, kada tikslinga naudoti godziuosius algorit-
mus. Pirmiausia pastebésime, kad tie uzdaviniai, kuriy tiksly sprendinj ran-
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dame godziuoju algoritmu, butinai tenkina salyga, kad §j sprendinj galime
skaiciuoti iSskaide uzdavinj i mazesniy uzduociy seka ir surade jy optimalius
sprendinius. Pavyzdziui, jei optimaliai uzpildéme kuprine (tiek diskrec¢iuoju,
tiek ir tolydziuoju atveju), tai iSéme iS jos vertingiausia daikta vél gauname
panasy uzdavinj: reikia uzpildyti (V' — vq) turio kuprine likusiais daiktais.
Tokia optimalaus sprendinio priklausomybé nuo mazesniy Sio uzdavinio
daliy optimaliy sprendiniy yra budinga ir dinaminio programavimo metodu
sprendziamiems uzdaviniams. Taciau abu metodai visiskai skirtingai renkasi
lokalaus uzdavinio sprendinj. GodZiajame algoritme visada renkameés loka-
liai vertingiausia sprendinj, kitame zingsnyje veél imame vertingiausia sprend-
inj i$ likusiy varianty ir t.t. Taip rinkdamiesi lokaliy uzdaviniy sprendinius
tikimeés, kad islieka galimybé rasti globaliai optimaly sprendinj. Dainaminio
programavimo metode pries pasirinkdami lokalaus uzdavinio sprendinj jver-
tiname tokio pasirinkimo pasekmes visiems tolimesniems variantams.

Algoritmo teisingumas. Godieji algoritmai yra labai efektyvus, nes ju
sudétingumo funkcija yra polinominé (dazniausiai kvadratiné arba kubiné)
duomeny skaic¢iaus n funkcija. Bet ne visada galime garantuoti, kad siuo
algoritmu randame optimaly uzdavinio sprendinj. Norédami tai jrodyti daz-
niausiai naudojame tokia schema:

1. Jrodome, kad ir po godziojo pasirinkimo pirmajame zingsnyje liko gal-
imybé rasti optimaly viso uzdavinio sprendinj, t.y. butinai egzistuoja
bent vienas sprendinys, kuris yra suderintas su pirmajame zingsnyje
atliktu pasirinkimu.

2. Irodome, kad atlike pirmajj zingsnj vél gavome tokj patj optimizacijos
uzdavinj tik mazesnéje pasirinkimy aibéje. Tada algoritmo teisingumo
jirodyma uzbaigiame matematinés indukcijos budu.

Irodykime, kad godziuoju algoritmu randame optimaly tolydaus kupri-
nés pildymo uzdavinio sprendinj. Jei j kupring tilpo tik vertingiausias daik-
tas ar jo dalis, tai godziojo algoritmo teisingumas yra akivaizdus. Todél
nagrinékime atvejj, kai godziojo algoritmo sprendinys yra toks:

{(vl)pl)a (U2ap2)7 ceey (Um—lvpm—l)v (wmapm)}a Wm S Um, m Z 2..

a) Pirmajame godziojo zingsnyje pasirinkome santykinai vertingiausia
daikta (v1,p1). Tarkime, kad optimaliame rinkinyje Sio daikto kiekis yra
w1 < w1, o viso rinkinio verté P lity. Tada iséme iS kuprinés

Aw; = min(wyy,, v; — wi)
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kiekj maziausiai vertingo produkto ir jdéje tokj patj kiekj pirmojo produkto,
gausime nauja rinkinj, kurio verté yra nemazesné uz ankstesnio, nes

(s1 — $m)Aw; > 0.

Matome, kad tada, kai dalies produkty santykinés vertés sutampa, gali egzis-
tuoti ir keli uzdavinio sprendiniai.

b) Po pirmojo zingsnio vél gavome kuprinés uzpildymo vertingiausiais
produktais uzdavinj, tik sumazéjo kuprinés turis (V' —wv1) ir trumpesniu tapo
daikty sarasas. Remdamiesi matematinés indukcijos metodu tvirtiname,
kad godziuoju algoritmu radome optimaly sprendinj.



