1 Pirmoji paskaita. SVARBIAUSIOS SAVOKOS

1. Supazindinimas su déstomu kursu. Svarbiausios kursa sudarancios dalys. Atsiskaitymuy
tvarka. Darbo organizavimas semestro metu.

2. Diferencialiniy lygciy pavyzdziai.

3. Diferencialinés lygties apibrézimas. Sprendinio savoka.
4. Pirmosios eilés diferencialinés lygties apibrézimas.

5. Krypciy laukas. Izoklinés. Kosi uzdavinys.

6. Pirmosios eilés diferencialiniy lygciy sprendiniy egzistavimo ir vienaties klausimai.

Diferencialinémis lygtimis aprasoma daugelis gamtoje vysktanciy reiskiniy. Jos taiko-
mos nagrinéjant jvairias matematikos, fizikos, biologijos, chemijos, ekonomikos ir kity
moksly problemas. Prisiminkime paprasciausius fizikos kurso faktus, kad greitis yra kelio
iSvestine laiko atzvilgiu, o pagreitis yra greicio iSvestiné laiko atzvilgiu. Nagrinedami
ivairias su dinamika susijusias problemas mes jvedame greicio savoka, pavyzdziui popu-
liacijos augimo greitis, medziagos kiekio kitimo greitis cheminés reakcijos metu ir pan.
Pavyzdziui, fizikos kurse nagrinédami radioaktyviosios medziagos skilimo procesa mes
galime sudaryti radioaktyvios medziagos kiekio nustatymo bet kuriuo laiko momentu
lygti, jei zinoma, kad jos skilimo greitis yra proporcingas medziagos kiekiui tuo laiko
momentu. Siuo atveju, rasSysime, kad

dm(t)

= = —hm(d),

¢ia m(t) — medziagos kiekis laiko momentu ¢, o k& > 0 — proporcingumo koeficien-
tas (radioaktyviojo skilimo konstanta). Minuso Zenklas desinéje lygybés puséje nurodo,
kad nesuskilusios radioaktyviosios medziagos kiekis bégant laikui mazéja. Zvelgiant i
ka tik uzrasyta diferencialine lygti galima pagalvoti, kad néra labai sunku sudaryti ir
spresti diferencialines lygtis. Taciau tik nedaugeliu atvejy diferencialinés lygtys i$ karto
gali buti sprendziamos integruojant. Nagrinédami sudétingesnius procesus, turime ir
sudétingesnius jy matematinius modelius (tuo paciu ir diferencialines lygtis arba dife-
rencialiniy lyg¢iy sistemas). DaZniausiai tokias diferencialines lygtis (lyg¢iy sistemas)
pradzioje tenka pertvarkyti, keisti paprastesnémis, jvesti naujus kintamuosius ar pan. Ir
net po pertvarkymy tik nedidele dalj uzdaviniy galime iSspresti tiksliai. Daugeliu atvejy
problemy sprendimui tenka pasitelkti apytikslius metodus. Taciau Sios knygos interesy
objektas yra kelias nuo tam tikros problemos prie diferencialinio uzdavinio ir to uzdavinio
analizé bei sprendimas. Nagrinéjamos problemos yra aprasomos diferencialinémis lyg-
timis, kurios daugeliu atvejy turés tikslius sprendinius. Norédami sudaryti ir tyrinéti
diferencialines lygtis, turime buti susipazine su pagrindinémis savokomis, naudojamomis
diferencialiniy lyg¢iy teorijoje. Todél pirmasis knygos skyrius yra skirtas Siy sgvoky
pristatymui, o tolesniuose skyriuose nagrinéjamos atskiros diferencialiniy lyg¢iy grupeés
ir aptariami jy sprendimo metodai.

1.1 Apibrézimas. Diferencialine lygtimi vadinama lygtis, kuri sieja laisvajj kintamajj,
nezinoma to kintamojo funkcija ir jos iSvestine arba kelias iSvestines.



Diferencialinéje lygtyje butinai turi buti kuri nors funkcijos i$vestiné (iSvestinés), o
laisvojo kintamojo arba (ir) nezinomos funkcijos lygtis gali ir neturéti. Galime paraSyti
tokj bendrajj diferencialinés lygties pavidala:

F (2, y(0),y/ (@), ¢/ (2), ..y ™ (@) =0, (11)

¢ia x — laisvasis kintamasis, y(z) — jo funkcija, o y/(z), y"(z),...y"™ (z) — Sios funkcijos
iSvestinés. Priklausomai nuo to, kuri auksciausios eilés iSvestiné jeina j nagrinéjama dife-
rencialine lygtj, mes sakome, kad sprendziame pirmosios, antrosios ir t. t. eilés diferenci-
aline lygtj. Tokiu budu (1.1) yra n-tosios eilés diferencialiné lygtis.

1.2 Apibrézimas. Diferencialinés lygties sprendiniai — tai funkcijos, kurias jrase j (1.1)
lygt] gauname tapatybe.

1.3 Apibrézimas. Diferencialinés lygties sprendinio grafikas vadinamas integraline kreive.

Diferencialinés lygties sprendinys taip pat vadinamas integralu arba integraline kreive.

Dabar apibrésime pirmosios eilés diferencialine lygtj ir aptarsime jos sprendinius.
1.4 Apibrézimas. Diferencialiné lygtis, siejanti laisvaji kintamajj z, jo funkcija y(z)
ir pirmaja funkcijos iSvestine ¢'(z) vadinama pirmosios eilés diferencialine lygtimi. Jos
bendrasis pavidalas:

F (2, y(@),y/(x)) = 0. (1.2)

Nagrinékime paprasciausius (1.2) lygties atvejus, t. y. tokias diferencialines lygtis,

kurios yra iSsprestos iSvestinés atzvilgiu:

Y= f), (1.3

d
¢ia d_y =y'(x), o y = y(x). Tai — normalioji diferencialiné lygtis.
x
Geometriskai remdamiesi Sia lygtimi kiekvienam sta¢iakampés Dekarto koordinaciy
sistemos taskui (x,y), kuriame yra apibrézta funkcija f(z,y), priskiriame reik§me d_y’
x

kuri nustato funkcijos f(z,y) liestinés kryptj taske (z,y) (tga = f(z,y), a — liestinés,
nubréztos taske (z,y) sudaromas kampas su teigiama O X aSies kryptimi). Taip kiekviena-
me taske mes suzinome liestiniy kryptis, t. y. turime krypciy lauka. Todél galime sakyti,
kad spresdami (1.3) lygti mes ieSkome tokios kreivés, kurios liestinés kryptis kiekviename
taske sutampa su lauko kryptimi tame taske.

1.5 Apibrézimas. Linijos, kurioms

f(z.y) =k,
¢ia k — konstanta, vadinamos izoklinémis.

Vadinasi, kiekviename izoklinés taske lauko kryptis yra ta pati. Tuomet turédami
vieng taska ir krypciy lauka, mes galime nubrézti integraline kreive, einancia per duotajj
taska. Tai yra geometrinis (1.3) diferencialinés lygties sprendimo budas.

Dabar panagrinékime atskira (1.3) diferencialinés lygties atvejj:

dy
o = f@). (1.4)



Si diferencialiné lygtis yra ekvivalenti lygciai

o tokig lygtj galime spresti integruodami:

y(z) = /f(x)dx—IrC, (1.5)

¢ia C' — bet kuri konstanta. Akivaizdu, kad (1.4) lygties sprendinys — funkcija y(z) —
nustatoma nevienareikSmiskai, t. y. diferencialiné lygtis bendru atveju turi be galo
daug sprendiniy. Tas pats pasakytina ir apie (1.2) diferencialinés lygties sprendinius.
Apibendrindami galime pasakyti, kad pirmosios eilés diferencialinés lygties sprendiniai —
integralinés kreivés — sudaro kreiviy Seimg, priklausancig nuo vieno parametro C, t. y.

y =z, C). (1.6)

1.6 Apibrézimas. Salyga, nustatanti taska (o, yo), kuris turi priklausyti ieSkomai inte-
gralinei kreivei, vadinama pradine arba Ko$i salyga. Ji gali buti uzrasoma taip:

y(wo) = Yo. (L.7)
arba
Yjz=2z0 = Yo-

1.7 Apibrézimas. Bendruoju pirmosios eilés diferencialinés lygties sprendiniu vadinama
funkcija y = ¢(x, C), kuri yra diferencialinés lygties sprendinys su bet kuria konstanta C,
o kiekvienai pradinei salygai galima surasti tokia konstantos C' = (' reikSme, kad funkcija
y = ¥(z, Cy) tenkinty duotaja pradine salyga.

1.8 Apibrézimas. Funkcinis sarysis
O(z,y,C) =0,

kuriuo uzrasomas bendrasis (1.3) diferencialinés lygties sprendinys, vadinamas bendruoju
integralu.

1.9 Apibrézimas. (1.3) diferencialinés lygties sprendinys, gautas i§ bendrojo sprendinio
(arba bendrojo integralo) su fiksuota konstantos C' reiksme yra vadinamas atskiruoju
diferencialinés lygties sprendiniu (arba atskiruoju integralu).

Geometriskai atskirasis sprendinys reiskia viena integraline kreive. Vadinasi, turéedami
vieng taska, mes galime rasti per jj einancig integraline kreive.

1.10 Apibrézimas. Diferencialinis uzdavinys, kai ieSkome atskirojo (1.3) diferencialinés
lygties sprendinio, tenkinancio (1.7) pradine salyga , vadinamas Kosi uzdaviniu.

I8spresti diferencialine lygtj, tai rasti jos bendrajj arba atskirajj integralus (priklauso-
mai nuo uzdavinio salygos).

1.11 Apibrézimas. Sprendinys, kurio negalima gauti is bendrojo sprendinio, vadinamas
ypatinguoju (1.3) diferencialinés lygties sprendiniu.

Ypatingieji sprendiniai atsiranda tais atvejais, kai néra tenkinamos KoSi teoremos
salygos, t. y. kai pazeistos salygos, nustatancios sprendinio egzistavima ir vienatj.



1.1 Lygties ¢y = f(z,y) sprendinio egzistavimo ir vienaties klausimai

Sio skyriaus pradzioje mes nagrinéjome paprasciausio pavidalo pirmosios eilés di-
ferencialines lygtis, apibrézéme juy sprendinius, taciau neatsakéme ] bene svarbiausius
klausimus: kada tie sprendiniai egzistuoja, kas uztikrina, kad Kos$i uzdavinio sprendinys
bus vienintelis.

Siame skyrelyje pateiksime atsakymus j Siuos klausimus.

1.1 Teorema. Tegul diferencialines lygties

y = flz,y)

desinés pusés funkcija f(x,y) yra tolydi x iry atzvilgiv uZdaroje staciakampéje plokstumos
xOQy srityje:

|z —xp|<a, |y—yo|<b, a>0, b>0,
o kintamojo y atZvilgiu toje srityje tenkina LipsSico sqlygq, t.y. egzistuoja toks skaicius
N >0, kad visiems x, kuriems | x — xq |< a, ir visiems yy, ys tokiems, kad | y1 — yo |< b,
| y2 — yo |< b galioja nelygybé

|f(x,y1)—f(x,y2) |<N‘y1_y2 | :

Tada egzistuoja vienintelis diferencialinés lygties sprendinys y = ¢(x), tenkinantis Kosi

salyga ¢(xg) = o, apibréztas ir tolydus visiems x, kuriems | © — xy |< h; ¢ia h =
b
min< a,— ¢, 0 x, <M.
{ogp b0l s
Si teorema vadinama diferencialinés lygties 4 = f(z,y) sprendinio egzistavimo ir

vienaties (arba Kosi) teorema [12,14].

Pastaba. Teoremos formuluotéje minima LipsSico salyga visada tenkinama, jei deSinés
pusés funkcija f(z,y) turi apibrézta ir aprézta nagrinéjamoje srityje daling iSvesting f;,
t.y.

| fy IS N, N>0.

Pastaba. I§ desinés pusés funkcijos f(z,y) tolydumo abiejy kintamyjy x ir y atzvil-
giu uzdaroje staCiakampeje plokStumos xQOy srityje turime, kad funkcija yra aprézta
nagrinéjamoje staciakampeje srityje, t.y. egzistuoja konstanta M > 0 tokia, kad

| fz,y) |< M.

Jei funkcija f(z,y) netenkina Lipsico salygos, tai teisinga vadinamoji sprendinio egzis-
tavimo salyga — Peano teorema|12]:

1.2 Teorema. Jei diferencialinés lygties
y' = f(x,y)
funkcija f(z,y) yra tolydi x ir y atzvilgiv uZdaroje staciakampéje plokstumos xOy srityje:

\x—ona, |y_y0‘<b> a>07 b>07

b
tai intervale | © — xo |< h, h = min{a,—} (i§ funkcijos f(x,y) tolygumo turime,

M
kad | f(z,y) |< M, ¢ia konstanta M > 0) egzistuoja bent vienas sprendinys y = ¢(x),
tenkinantis Kosi sqlygg ¢(xo) = yo.



Atsizvelge i Peano teoremos formuluote, turime pastebéti, kad §iuo atveju sprendinys
gali buti ir ne vienintelis. Be to gali buti ir ypatingyjy sprendiniy.

Susipazine su pagrindinémis diferencialiniy lygciy teorijoje naudojamomis sagvokomis,
iSsiaiskine, kada Kos$i uzdavinys turi vienintelj sprendinj, esame pasirenge susipazinti su
pagrindinémis diferencialiniy lygéiy grupémis ir jy sprendiniy nustatymo budais.



