
1 Pirmoji paskaita. SVARBIAUSIOS S�VOKOS1. Supaºindinimas su d
estomu kursu. Svarbiausios kurs¡ sudaran£ios dalys. Atsiskaitymu�tvarka. Darbo organizavimas semestro metu.2. Diferencialiniu� lyg£iu� pavyzdºiai.3. Diferencialin
es lygties apibr
eºimas. Sprendinio s¡voka.4. Pirmosios eil
es diferencialin
es lygties apibr
eºimas.5. Kryp£iu� laukas. Izoklin
es. Ko²i uºdavinys.6. Pirmosios eil
es diferencialiniu� lyg£iu� sprendiniu� egzistavimo ir vienaties klausimai.Diferencialin
emis lygtimis apra²oma daugelis gamtoje vysktan£iu� rei²kiniu�. Jos taiko-mos nagrin
ejant i�vairias matematikos, �zikos, biologijos, chemijos, ekonomikos ir kitu�mokslu� problemas. Prisiminkime papras£iausius �zikos kurso faktus, kad greitis yra kelioi²vestin
e laiko atºvilgiu, o pagreitis yra grei£io i²vestin
e laiko atºvilgiu. Nagrin
edamii�vairias su dinamika susijusias problemas mes i�vedame grei£io s¡vok¡, pavyzdºiui popu-liacijos augimo greitis, medºiagos kiekio kitimo greitis chemin
es reakcijos metu ir pan.Pavyzdºiui, �zikos kurse nagrin
edami radioaktyviosios medºiagos skilimo proces¡ mesgalime sudaryti radioaktyvios medºiagos kiekio nustatymo bet kuriuo laiko momentulygti�, jei ºinoma, kad jos skilimo greitis yra proporcingas medºiagos kiekiui tuo laikomomentu. �iuo atveju, ra²ysime, kad
dm(t)

dt
= −km(t),£ia m(t) � medºiagos kiekis laiko momentu t, o k > 0 � proporcingumo koe�cien-tas (radioaktyviojo skilimo konstanta). Minuso ºenklas de²in
eje lygyb
es pus
eje nurodo,kad nesuskilusios radioaktyviosios medºiagos kiekis b
egant laikui maº
eja. �velgiant i�k¡ tik uºra²yt¡ diferencialin¦ lygti� galima pagalvoti, kad n
era labai sunku sudaryti irspr¦sti diferencialines lygtis. Ta£iau tik nedaugeliu atveju� diferencialin
es lygtys i² kartogali b	uti sprendºiamos integruojant. Nagrin
edami sud
etingesnius procesus, turime irsud
etingesnius ju� matematinius modelius (tuo pa£iu ir diferencialines lygtis arba dife-rencialiniu� lyg£iu� sistemas). Daºniausiai tokias diferencialines lygtis (lyg£iu� sistemas)pradºioje tenka pertvarkyti, keisti paprastesn
emis, i�vesti naujus kintamuosius ar pan. Irnet po pertvarkymu� tik nedidel¦ dali� uºdaviniu� galime i²spr¦sti tiksliai. Daugeliu atveju�problemu� sprendimui tenka pasitelkti apytikslius metodus. Ta£iau ²ios knygos interesu�objektas yra kelias nuo tam tikros problemos prie diferencialinio uºdavinio ir to uºdavinioanaliz
e bei sprendimas. Nagrin
ejamos problemos yra apra²omos diferencialin
emis lyg-timis, kurios daugeliu atveju� tur
es tikslius sprendinius. Nor
edami sudaryti ir tyrin
etidiferencialines lygtis, turime b	uti susipaºin¦ su pagrindin
emis s¡vokomis, naudojamomisdiferencialiniu� lyg£iu� teorijoje. Tod
el pirmasis knygos skyrius yra skirtas ²iu� s¡voku�pristatymui, o tolesniuose skyriuose nagrin
ejamos atskiros diferencialiniu� lyg£iu� grup
esir aptariami ju� sprendimo metodai.1.1 Apibr
eºimas. Diferencialine lygtimi vadinama lygtis, kuri sieja laisv¡ji� kintam¡ji�,neºinom¡ to kintamojo funkcij¡ ir jos i²vestin¦ arba kelias i²vestines.



Diferencialin
eje lygtyje b	utinai turi b	uti kuri nors funkcijos i²vestin
e (i²vestin
es), olaisvojo kintamojo arba (ir) neºinomos funkcijos lygtis gali ir netur
eti. Galime para²ytitoki� bendr¡ji� diferencialin
es lygties pavidal¡:
F
(

x, y(x), y′(x), y′′(x), ...y(n)(x)
)

= 0, (1.1)£ia x � laisvasis kintamasis, y(x) � jo funkcija, o y′(x), y′′(x), ...y(n)(x) � ²ios funkcijosi²vestin
es. Priklausomai nuo to, kuri auk²£iausios eil
es i²vestin
e i�eina i� nagrin
ejam¡ dife-rencialin¦ lygti�, mes sakome, kad sprendºiame pirmosios, antrosios ir t. t. eil
es diferenci-alin¦ lygti�. Tokiu b	udu (1.1) yra n-tosios eil
es diferencialin
e lygtis.1.2 Apibr
eºimas. Diferencialin
es lygties sprendiniai � tai funkcijos, kurias i�ra²¦ i� (1.1)lygti� gauname tapatyb¦.1.3 Apibr
eºimas. Diferencialin
es lygties sprendinio gra�kas vadinamas integraline kreive.Diferencialin
es lygties sprendinys taip pat vadinamas integralu arba integraline kreive.Dabar apibr
e²ime pirmosios eil
es diferencialin¦ lygti� ir aptarsime jos sprendinius.1.4 Apibr
eºimas. Diferencialin
e lygtis, siejanti laisv¡ji� kintam¡ji� x, jo funkcij¡ y(x)ir pirm¡j¡ funkcijos i²vestin¦ y′(x) vadinama pirmosios eil
es diferencialine lygtimi. Josbendrasis pavidalas:
F (x, y(x), y′(x)) = 0. (1.2)Nagrin
ekime papras£iausius (1.2) lygties atvejus, t. y. tokias diferencialines lygtis,kurios yra i²spr¦stos i²vestin
es atºvilgiu:

dy

dx
= f(x, y), (1.3)£ia dy

dx
= y′(x), o y = y(x). Tai � normalioji diferencialin
e lygtis.Geometri²kai remdamiesi ²ia lygtimi kiekvienam sta£iakamp
es Dekarto koordina£iu�sistemos ta²kui (x, y), kuriame yra apibr
eºta funkcija f(x, y), priskiriame reik²m¦ dy

dx
,kuri nustato funkcijos f(x, y) liestin
es krypti� ta²ke (x, y) ( tgα = f(x, y), α � liestin
es,nubr
eºtos ta²ke (x, y) sudaromas kampas su teigiamaOX a²ies kryptimi). Taip kiekviena-me ta²ke mes suºinome liestiniu� kryptis, t. y. turime kryp£iu� lauk¡. Tod
el galime sakyti,kad spr¦sdami (1.3) lygti� mes ie²kome tokios kreiv
es, kurios liestin
es kryptis kiekvienameta²ke sutampa su lauko kryptimi tame ta²ke.1.5 Apibr
eºimas. Linijos, kurioms

f(x, y) = k,£ia k � konstanta, vadinamos izoklin
emis.Vadinasi, kiekviename izoklin
es ta²ke lauko kryptis yra ta pati. Tuomet tur
edamivien¡ ta²k¡ ir kryp£iu� lauk¡, mes galime nubr
eºti integralin¦ kreiv¦, einan£i¡ per duot¡ji�ta²k¡. Tai yra geometrinis (1.3) diferencialin
es lygties sprendimo b	udas.Dabar panagrin
ekime atskir¡ (1.3) diferencialin
es lygties atveji�:
dy

dx
= f(x). (1.4)



�i diferencialin
e lygtis yra ekvivalenti lyg£iai
dy = f(x)dx,o toki¡ lygti� galime spr¦sti integruodami:

y(x) =

∫

f(x)dx+ C, (1.5)£ia C � bet kuri konstanta. Akivaizdu, kad (1.4) lygties sprendinys � funkcija y(x) �nustatoma nevienareik²mi²kai, t. y. diferencialin
e lygtis bendru atveju turi be galodaug sprendiniu�. Tas pats pasakytina ir apie (1.2) diferencialin
es lygties sprendinius.Apibendrindami galime pasakyti, kad pirmosios eil
es diferencialin
es lygties sprendiniai �integralin
es kreiv
es � sudaro kreiviu� ²eim¡, priklausan£i¡ nuo vieno parametro C, t. y.
y = ψ(x, C). (1.6)1.6 Apibr
eºimas. S¡lyga, nustatanti ta²k¡ (x0, y0), kuris turi priklausyti ie²komai inte-gralinei kreivei, vadinama pradine arba Ko²i s¡lyga. Ji gali b	uti uºra²oma taip:
y(x0) = y0. (1.7)arba
y|x=x0

= y0.1.7 Apibr
eºimas. Bendruoju pirmosios eil
es diferencialin
es lygties sprendiniu vadinamafunkcija y = ψ(x, C), kuri yra diferencialin
es lygties sprendinys su bet kuria konstanta C,o kiekvienai pradinei s¡lygai galima surasti toki¡ konstantos C = C1 reik²m¦, kad funkcija
y = ψ(x, C1) tenkintu� duot¡j¡ pradin¦ s¡lyg¡.1.8 Apibr
eºimas. Funkcinis s¡ry²is

Φ(x, y, C) = 0,kuriuo uºra²omas bendrasis (1.3) diferencialin
es lygties sprendinys, vadinamas bendruojuintegralu.1.9 Apibr
eºimas. (1.3) diferencialin
es lygties sprendinys, gautas i² bendrojo sprendinio(arba bendrojo integralo) su �ksuota konstantos C reik²me yra vadinamas atskiruojudiferencialin
es lygties sprendiniu (arba atskiruoju integralu).Geometri²kai atskirasis sprendinys rei²kia vien¡ integralin¦ kreiv¦. Vadinasi, tur
edamivien¡ ta²k¡, mes galime rasti per ji� einan£i¡ integralin¦ kreiv¦.1.10 Apibr
eºimas. Diferencialinis uºdavinys, kai ie²kome atskirojo (1.3) diferencialin
eslygties sprendinio, tenkinan£io (1.7) pradin¦ s¡lyg¡ , vadinamas Ko²i uºdaviniu.I²spr¦sti diferencialin¦ lygti�, tai rasti jos bendr¡ji� arba atskir¡ji� integralus (priklauso-mai nuo uºdavinio s¡lygos).1.11 Apibr
eºimas. Sprendinys, kurio negalima gauti i² bendrojo sprendinio, vadinamasypatinguoju (1.3) diferencialin
es lygties sprendiniu.Ypatingieji sprendiniai atsiranda tais atvejais, kai n
era tenkinamos Ko²i teoremoss¡lygos, t. y. kai paºeistos s¡lygos, nustatan£ios sprendinio egzistavim¡ ir vienati�.



1.1 Lygties y′ = f(x, y) sprendinio egzistavimo ir vienaties klausimai�io skyriaus pradºioje mes nagrin
ejome papras£iausio pavidalo pirmosios eil
es di-ferencialines lygtis, apibr
eº
eme ju� sprendinius, ta£iau neatsak
eme i� bene svarbiausiusklausimus: kada tie sprendiniai egzistuoja, kas uºtikrina, kad Ko²i uºdavinio sprendinysbus vienintelis.�iame skyrelyje pateiksime atsakymus i� ²iuos klausimus.1.1 Teorema. Tegul diferencialin
es lygties
y′ = f(x, y)de²in
es pus
es funkcija f(x, y) yra tolydi x ir y atºvilgiu uºdaroje sta£iakamp
eje plok²tumos

xOy srityje:
| x− x0 |6 a, | y − y0 |6 b, a > 0, b > 0,o kintamojo y atºvilgiu toje srityje tenkina Lip²ico s¡lyg¡, t.y. egzistuoja toks skai£ius

N > 0, kad visiems x, kuriems | x− x0 |6 a, ir visiems y1, y2 tokiems, kad | y1 − y0 |6 b,
| y2 − y0 |6 b galioja nelygyb
e

| f(x, y1)− f(x, y2) |6 N | y1 − y2 | .Tada egzistuoja vienintelis diferencialin
es lygties sprendinys y = φ(x), tenkinantis Ko²is¡lyg¡ φ(x0) = y0, apibr
eºtas ir tolydus visiems x, kuriems | x − x0 |6 h; £ia h =

min

{

a,
b

M

}, o | f(x, y) |6M .�i teorema vadinama diferencialin
es lygties y′ = f(x, y) sprendinio egzistavimo irvienaties (arba Ko²i) teorema [12,14].Pastaba. Teoremos formuluot
eje minima Lip²ico s¡lyg¡ visada tenkinama, jei de²in
espus
es funkcija f(x, y) turi apibr
eºt¡ ir apr
eºt¡ nagrin
ejamoje srityje dalin¦ i²vestin¦ f ′
y
,t.y.

| f ′
y
|6 N, N > 0.Pastaba. I² de²in
es pus
es funkcijos f(x, y) tolydumo abieju� kintamu�ju� x ir y atºvil-giu uºdaroje sta£iakamp
eje plok²tumos xOy srityje turime, kad funkcija yra apr
eºtanagrin
ejamoje sta£iakamp
eje srityje, t.y. egzistuoja konstanta M > 0 tokia, kad

| f(x, y) |6M.Jei funkcija f(x, y) netenkina Lip²ico s¡lygos, tai teisinga vadinamoji sprendinio egzis-tavimo s¡lyga � Peano teorema[12]:1.2 Teorema. Jei diferencialin
es lygties
y′ = f(x, y)funkcija f(x, y) yra tolydi x ir y atºvilgiu uºdaroje sta£iakamp
eje plok²tumos xOy srityje:

| x− x0 |6 a, | y − y0 |6 b, a > 0, b > 0,tai intervale | x − x0 |6 h, h = min

{

a,
b

M

} (i² funkcijos f(x, y) tolygumo turime,kad | f(x, y) |6 M , £ia konstanta M > 0) egzistuoja bent vienas sprendinys y = φ(x),tenkinantis Ko²i s¡lyg¡ φ(x0) = y0.



Atsiºvelg¦ i� Peano teoremos formuluot¦, turime pasteb
eti, kad ²iuo atveju sprendinysgali b	uti ir ne vienintelis. Be to gali b	uti ir ypatingu�ju� sprendiniu�.Susipaºin¦ su pagrindin
emis diferencialiniu� lyg£iu� teorijoje naudojamomis s¡vokomis,i²siai²kin¦, kada Ko²i uºdavinys turi vieninteli� sprendini�, esame pasireng¦ susipaºinti supagrindin
emis diferencialiniu� lyg£iu� grup
emis ir ju� sprendiniu� nustatymo b	udais.


