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�ioje paskaitoje susipaºinsime su specialiaisiais r	u²iavimo
algoritmais, kurie yra spartesni uº bendruosius algoritmus,
kadangi naudojam
es papildoma informacija apie aib
es elementus
arba uºdavinys tenkina papildomus apribojimus.

Ai²ku, tokius uºdavinius galima spr¦sti ir universaliais r	u²iavimo
algoritmais, pavyzdºiui QuickSort, bet specialieji algoritmai
t¡ pati� darb¡ atliks net ir asimptoti²kai grei£iau. Esame i�rod¦, kad
blogiausiuoju atveju bet kurio universalaus algoritmo apatinis
sud
etingumo i�vertis yra Ω(N logN).

M	usu� tikslas yra susipaºinti su r	u²iavimo algoritmais, kurie daug
grei£iau sprendºia specialius, bet svarbius taikymuose uºdavinius,
t.y. net ir blogiausiuoju atveju uºtenka Θ(N) veiksmu�.
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Sveiku�ju� skai£iu� r	u²iavimas Skai£iavimo algoritmu
(angl. Counting Sort)

Reikia r	u²iuoti duomenis, kuriu� raktai k yra sveikieji skai£iai ne
didesni kaip K :

1 ≤ ai .key ≤ K , i = 1, . . . ,N.

Naudosime visai kito tipo r	u²iavimo algoritm¡, kuriame nereikia
lyginti skirtingu� elementu�. Tokia galimyb
e labai keista ir
prie²tarauja m	usu� intuicijai, nes atrodytu�, kad be dvieju� elementu�
palyginimo nerealu tik
etis juos sur	u²iuoti.
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Inicializuojame masyv¡ L, kuriame saugome K tiesiniu� s¡ra²u�,
pradºioje visi s¡ra²ai yra tu²ti.

Perkeliame duomenis i� tiesinius s¡ra²us, atitinkan£ius pasirinkto
elemento rakt¡:

for j= 1, . . . , N

L[aj .key ].append(aj)

�ios algoritmo dalies sud
etingumas Θ(N).
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Antrame etape sujungiame visus gautus tiesinius s¡ra²us i� vien¡
nauj¡ tiesini� s¡ra²¡ S , kuriame saugome jau sur	u²iuotus duomenis:

for k= 1, . . . , K

S .extend(L[k])

I�vertinsime antrojo etapo sud
etingum¡.

Vieno L[k] tiesinio s¡ra²o prijungimo ka²tai yra Θ(|L[k]|+ 1).
Visu� s¡ra²u� sujungimo sud
etingumas yra Θ(N + K ).

Toks yra ir viso CountingSort algoritmo sud
etingumas.

Jeigu duomenu� raktu� ilgiai yra apr
eºti i² vir²aus konstanta
arba gali did
eti, bet galioja i�vertis K ≤ cN ir c yra maºas skai£ius,
pvz. c = 2, tai CountingSort r	u²iavimo algoritmo asimptotinis
sud
etingumas yra tiesinis

Θ(N).
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O jeigu rakto ilgis yra daug didesnis, pavyzdºiui K = N3?

Akivaizdu, kad tada jau negalime rekomenduoti CountingSort
algoritmo, nes jis ne tik, kad skai£iuos labai ilgai, bet dar reik
es
i²skirti labai didelius atminties resursus.

Bandysime modi�kuoti algoritm¡ taip, kad visgi gal
etume efektyviai
spr¦sti ir tokius uºdavinius.

Raimondas �iegis Paskaita 7



O jeigu rakto ilgis yra daug didesnis, pavyzdºiui K = N3?

Akivaizdu, kad tada jau negalime rekomenduoti CountingSort
algoritmo, nes jis ne tik, kad skai£iuos labai ilgai, bet dar reik
es
i²skirti labai didelius atminties resursus.

Bandysime modi�kuoti algoritm¡ taip, kad visgi gal
etume efektyviai
spr¦sti ir tokius uºdavinius.

Raimondas �iegis Paskaita 7



O jeigu rakto ilgis yra daug didesnis, pavyzdºiui K = N3?

Akivaizdu, kad tada jau negalime rekomenduoti CountingSort
algoritmo, nes jis ne tik, kad skai£iuos labai ilgai, bet dar reik
es
i²skirti labai didelius atminties resursus.

Bandysime modi�kuoti algoritm¡ taip, kad visgi gal
etume efektyviai
spr¦sti ir tokius uºdavinius.

Raimondas �iegis Paskaita 7



Radix r	u²iavimo algoritmas

Pateikdami algoritm¡ naudosime de²imtain¦ skai£iavimo sistem¡.
Ta£iau galime imti bet koki� kit¡ skai£iavimo pagrind¡ b
(dvejetain¦, a²tuntain¦, ²e²ioliktain¦ ar pagrindu b = 36 sistem¡).

Tarkime, kad turime A aib¦, kurios elementai yra nat	uralieji
n-ºenkliai skai£iai:

0 ⩽ ai < 10n ,

ta£iau neb	utinai visi ²io intervalo skai£iai yra aib
es elementai.

RadixSort algoritmas gaunamas modi�kuojant CountingSort
algoritm¡.
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Pirmiausia visus elementus suskirstome i� de²imt (bendruoju atveju
b) poaibiu� pagal paskutini� rakto skaitmeni� (maºiausiai reik²ming¡
arba vienetu� pozicij¡).

Paskui visus poaibius ju� eili²kumo tvarka sujungiame i� vien¡ aib¦.

Gaut¡j¡ aib¦ v
el skirstome i� de²imt poaibiu� pagal prie²paskutini�
rakto skaitmeni� (de²im£iu� pozicij¡).

�i� proces¡ kartojame n kartu�.
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Sur	u²iuosime dviºenkliu� sveiku�ju� skai£iu� masyv¡

A = (73, 29, 92, 14, 74, 45, 54, 18, 3, 97, 9, 61, 11, 63, 35, 37).

Aib¦ suskirstome i� de²imt poaibiu� pagal paskutini� rakto skaitmeni�

0 :

1 : 61, 11 ,

2 : 92

3 : 73, 3, 63 ,

4 : 14, 74, 54 ,

5 : 45, 35 ,

6 :

7 : 97, 37 ,

8 : 18 ,

9 : 29, 9 .
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Visus poaibius ju� eili²kumo tvarka sujungiame i� vien¡ aib¦

A = (61, 11, 92, 73, 3, 63, 14, 74, 54, 45, 35, 97, 37, 18, 29, 9).

Gaut¡j¡ aib¦ v
el skirstome i� de²imt poaibiu� dabar pagal pirm¡ji�
rakto skaitmeni�

0 : 03, 09 ,

1 : 11, 14, 18 ,

2 : 29 ,

3 : 35, 37 ,

4 : 45 ,

5 : 54 ,

6 : 61, 63 ,

7 : 73, 74 ,

8 :

9 : 92, 97 .
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Sujung¦ poaibius, gauname sur	u²iuot¡ elementu� aib¦

A = (3, 9, 11, 14, 18, 29, 35, 37, 45, 54, 61, 63, 73, 74, 92, 97).

�iame pavyzdyje algoritmas s
ekmingai sur	u²iavo duomenis. Bet ar
taip bus ir pasirinkus kitokius duomenis?

I�rodysime, kad i�vykdºius Radix algoritm¡ visada teisingai
sur	u²iuojame aib¦.

Uºtenka i²nagrin
eti dviºenkliu� skai£iu� atveji�, o bendrojo n-ºenkliu�
skai£iu� atvejo teisingumas i�rodomas indukcijos metodu.
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Imkime du dviºenklius skai£ius X ir Y:

X = 10 a+ b, Y = 10 c + d , 0 ⩽ a, b, c, d ⩽ 9.

Nelygyb
e X < Y yra teisinga, jei

(a < c) arba (a = c)& (b < d).

Jei a < c , tai antrajame Radix r	u²iavimo algoritmo ºingsnyje X
patenka i� poaibi� su maºesniu numeriu nei Y .

Jei (a = c)& (b < d), tai pirmuoju Radix r	u²iavimo algoritmo
ºingsniu X pateko i� poaibi� su maºesniu numeriu nei Y . Po antrojo
ºingsnio abu elementai pateks i� t¡ pati� poaibi�, bet X bus i�trauktas
anks£iau.

Taigi abiem atvejais elementai sur	u²iuojami teisingai.
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ºingsniu X pateko i� poaibi� su maºesniu numeriu nei Y . Po antrojo
ºingsnio abu elementai pateks i� t¡ pati� poaibi�, bet X bus i�trauktas
anks£iau.

Taigi abiem atvejais elementai sur	u²iuojami teisingai.
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Algoritmo sud
etingumo analiz
e

I�vertinsime, kiek baziniu� veiksmu� reikia atlikti r	u²iuojant N
elementu�, kuriu� raktai 1 ≤ k ≤ K ir jie uºra²yti skai£iavimo
pagrindu b.

Nagrin
edami CountSort algoritmo sud
etingum¡ parod
eme, kad
realizuojant vien¡ Radix Sort algoritmo ºingsni� tokiu� veiksmu� yra
Θ(N + b).

�ingsniu� skai£ius n = logb K , tod
el viso algoritmo ka²tai yra

Θ
(
(N + b) logb K

)
.

Optimalus skai£iavimo pagrindas yra b = N, tada gauname toki�
algoritmo sud
etingumo i�verti�

Θ
(
N logN K

)
.
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Imkime auk²£iau suformuluot¡ uºdavini�, kai K = N3.

Tada logN K = 3 ir Radix r	u²iavimo algoritmo sud
etingumo
funkcija v
el yra tiesin
e Θ(N).
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I²orinio r	u²iavimo uºdavinys

Nagrin
esime r	u²iavimo algoritmus, kai duomenu� yra tiek daug, kad
jie visi netelpa operatyviojoje kompiuterio atmintyje ir juos saugome
talpesn
eje, bet daug l
etesn
eje i²orin
eje atmintyje.

Tada l
e£iausia operacija yra duomenu� perra²ymas i² spar£iosios
atminties i� i²orin¦ atminti� ir atvirk²£iai. Svarbiausia yra minimizuoti
tokiu� veiksmu� apimti�.
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Pateiksime suliejimo algoritmo modi�kacij¡, pritaikyt¡ i²orinio
r	u²iavimo uºdaviniui spr¦sti.

Reikia sur	u²iuoti N duomenu�, saugomu� rinkmenoje F . Tarkime,
kad operatyviojoje atmintyje telpa tik M elementu�.

▶ I² rinkmenos F skaitome M dydºio duomenu� blokus, juos
r	u²iuojame kokiu nors spar£iuoju vidinio r	u²iavimo algoritmu ir
paeiliui uºra²ome i� rinkmenas F1,F2. Paskutinio bloko ilgis
gali b	uti ir maºesnis uº M.

▶ Suliejimo algoritmu sujungiame M ilgio blokus i² rinkmenu�
F1,F2, gautuosius 2M ilgio blokus i�ra²ome paeiliui i�
rinkmenas F3,F4. Algoritm¡ kartojame tol, kol gauname
sur	u²iuot¡ N ilgio blok¡, uºra²yt¡ vienoje i² rinkmenu�.
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Skai£iu� masyvo r	u²iavimas suliejimo algoritmu

Rinkmenoje F uºra²ytas skai£iu� masyvas, kurio ilgis N = 29:

(4, 5, 2, 8, 4, 1, 7, 9, 2, 3, 0, 3, 8, 6, 2, 4, 9, 3, 9, 5, 0,

4, 6, 2, 5, 3, 5, 1, 0).

Imkime M = 3, tada masyvo r	u²iavimo eigos pradºia yra tokia:

M = 3 :

F1 = ( 2, 4, 5 | 2, 7, 9 | 2, 6, 8 | 0, 5, 9 | 3, 5, 5 )
F2 = ( 1, 4, 8 | 0, 3, 3 | 3, 4, 9 | 2, 4, 6 | 0, 1 )
M = 6 :

F3 = ( 1, 2, 4, 4, 5, 8 | 2, 3, 4, 6, 8, 9 | 0, 1, 3, 5, 5 )
F4 = ( 0, 2, 3, 3, 7, 9 | 0, 2, 4, 5, 6, 9 )
M = 12 :

F1 = ( 0, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 7, 8, 9 | 0, 1, 3, 5, 5 )
F2 = ( 0, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 6, 6, 8, 9, 9 )
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I�vertinsime, koki� kieki� duomenu� perra²ome i² rinkmenos i� spar£i¡j¡
operatyvi¡j¡ kompiuterio atminti�.

Priminsime, kad kaip tik ²ios operacijos vykdymas ir sudaro i²orinio
r	u²iavimo algoritmo didºi¡j¡ s¡naudu� dali�.

Tegul N = 2kM. Kiekvienu etapu nuskaitomi ir i�ra²omi visi N
elementai, jie persiun£iami porcijomis ir ju� skai£ius N/M.

Suliejimo etapu� skai£ius yra (k + 1), tod
el bendrieji duomenu�
perra²ymo ka²tai

N

M
log

(N

M

)
.
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