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Sioje paskaitoje susipazinsime su specialiaisiais rasiavimo
algoritmais, kurie yra spartesni uz bendruosius algoritmus,
kadangi naudojamés papildoma informacija apie aibés elementus
arba uzdavinys tenkina papildomus apribojimus.
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Sioje paskaitoje susipazinsime su specialiaisiais rasiavimo
algoritmais, kurie yra spartesni uz bendruosius algoritmus,
kadangi naudojamés papildoma informacija apie aibés elementus
arba uzdavinys tenkina papildomus apribojimus.

Aisku, tokius uzdavinius galima spresti ir universaliais rusiavimo
algoritmais, pavyzdziui QuickSort, bet specialieji algoritmai

ta patj darba atliks net ir asimptotiskai greiiau. Esame jrode, kad
blogiausiuoju atveju bet kurio universalaus algoritmo apatinis
sudétingumo jvertis yra Q(N log N).
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Sioje paskaitoje susipazinsime su specialiaisiais rasiavimo
algoritmais, kurie yra spartesni uz bendruosius algoritmus,
kadangi naudojamés papildoma informacija apie aibés elementus
arba uzdavinys tenkina papildomus apribojimus.

Aisku, tokius uzdavinius galima spresti ir universaliais rusiavimo
algoritmais, pavyzdziui QuickSort, bet specialieji algoritmai

ta patj darba atliks net ir asimptotiskai greiiau. Esame jrode, kad
blogiausiuoju atveju bet kurio universalaus algoritmo apatinis
sudétingumo jvertis yra Q(N log N).

Masy tikslas yra susipazinti su ruSiavimo algoritmais, kurie daug
greiCiau sprendzia specialius, bet svarbius taikymuose uzdavinius,
t.y. net ir blogiausiuoju atveju uztenka ©(N) veiksmy.
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Sveikyjy skai€iy rusiavimas Skai€iavimo algoritmu
(angl. Counting Sort)

Reikia rusiuoti duomenis, kuriy raktai k yra sveikieji skaiiai ne
didesni kaip K:

1<ajikey <K, i=1,...,N.
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Sveikyjy skai€iy rusiavimas Skai€iavimo algoritmu
(angl. Counting Sort)

Reikia rusiuoti duomenis, kuriy raktai k yra sveikieji skaiiai ne
didesni kaip K:

1<ajikey <K, i=1,...,N.

Naudosime visai kito tipo rusiavimo algoritma, kuriame nereikia
lyginti skirtingy elementy. Tokia galimybé labai keista ir
priestarauja musy intuicijai, nes atrodyty, kad be dviejy elementy
palyginimo nerealu tikétis juos suruSiuoti.
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Inicializuojame masyva L, kuriame saugome K tiesiniy sarasy,
pradzioje visi sgrasai yra tusti.
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Inicializuojame masyva L, kuriame saugome K tiesiniy sarasy,
pradzioje visi sgrasai yra tusti.

Perkeliame duomenis j tiesinius sarasus, atitinkancius pasirinkto
elemento rakta:

for =1,..., N
L[aj.key].append(a;)
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Inicializuojame masyva L, kuriame saugome K tiesiniy sarasy,
pradzioje visi sgrasai yra tusti.

Perkeliame duomenis j tiesinius sarasus, atitinkancius pasirinkto
elemento rakta:

for =1,..., N
L[aj.key].append(a;)

Sios algoritmo dalies sudétingumas O(N).
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Antrame etape sujungiame visus gautus tiesinius sarasus j viena
nauja tiesinj sarasa S, kuriame saugome jau surusSiuotus duomenis:

for k=1,..., K
S.extend(L[k])
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Antrame etape sujungiame visus gautus tiesinius sarasus j viena
nauja tiesinj sarasa S, kuriame saugome jau surusSiuotus duomenis:

for k=1,..., K
S.extend(L[k])

Jvertinsime antrojo etapo sudétinguma.
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Antrame etape sujungiame visus gautus tiesinius sarasus j viena
nauja tiesinj sarasa S, kuriame saugome jau surusSiuotus duomenis:

for k=1,..., K
S.extend(L[k])

Jvertinsime antrojo etapo sudétinguma.

Vieno L[K] tiesinio saraso prijungimo kastai yra ©(|L[K]| +1).
Visy sarady sujungimo sudétingumas yra ©(N + K).

Raimondas Ciegis Paskaita 7
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Antrame etape sujungiame visus gautus tiesinius sarasus j viena
nauja tiesinj sarasa S, kuriame saugome jau surusSiuotus duomenis:

for k=1,..., K
S.extend(L[k])

Jvertinsime antrojo etapo sudétinguma.

Vieno L[k] tiesinio saraso prijungimo kastai yra ©(|L[k]| + 1).
Visy sarady sujungimo sudétingumas yra ©(N + K).

Toks yra ir viso CountingSort algoritmo sudétingumas.

Jeigu duomeny rakty ilgiai yra aprézti i$ virSaus konstanta

arba gali dideti, bet galioja jvertis K < cN ir ¢ yra mazas skaicius,
pvz. ¢ = 2, tai CountingSort rusiavimo algoritmo asimptotinis

sudétingumas yra tiesinis

o(N).
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O jeigu rakto ilgis yra daug didesnis, pavyzdziui K = N3?
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O jeigu rakto ilgis yra daug didesnis, pavyzdziui K = N3?

Akivaizdu, kad tada jau negalime rekomenduoti CountingSort
algoritmo, nes jis ne tik, kad skaiciuos labai ilgai, bet dar reikés
i8skirti labai didelius atminties resursus.
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O jeigu rakto ilgis yra daug didesnis, pavyzdziui K = N3?

Akivaizdu, kad tada jau negalime rekomenduoti CountingSort
algoritmo, nes jis ne tik, kad skaiciuos labai ilgai, bet dar reikés
i8skirti labai didelius atminties resursus.

Bandysime modifikuoti algoritmga taip, kad visgi galétume efektyviai
spresti ir tokius uzdavinius.
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Radix rusiavimo algoritmas

Pateikdami algoritma naudosime desimtaine skaiCiavimo sistema.
Taciau galime imti bet kokj kitg skai€¢iavimo pagrinda b
(dvejetaine, aStuntaine, 3esioliktaine ar pagrindu b = 36 sistemg).
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Radix rusiavimo algoritmas

Pateikdami algoritma naudosime desimtaine skaiCiavimo sistema.
Taciau galime imti bet kokj kitg skai€¢iavimo pagrinda b
(dvejetaine, aStuntaine, 3esioliktaine ar pagrindu b = 36 sistemg).

Tarkime, kad turime A aibe, kurios elementai yra naturalieji

n-zenkliai skaidiai:
0<a<10",

taCiau nebutinai visi Sio intervalo skaiCiai yra aibés elementai.
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Radix rusiavimo algoritmas

Pateikdami algoritma naudosime desimtaine skaiCiavimo sistema.
Taciau galime imti bet kokj kitg skai€¢iavimo pagrinda b
(dvejetaine, aStuntaine, 3esioliktaine ar pagrindu b = 36 sistemg).

Tarkime, kad turime A aibe, kurios elementai yra naturalieji

n-zenkliai skaidiai:
0<a<10",

taCiau nebutinai visi Sio intervalo skaiCiai yra aibés elementai.

RadixSort algoritmas gaunamas modifikuojant CountingSort
algoritma.
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Pirmiausia visus elementus suskirstome j desimt (bendruoju atveju
b) poaibiy pagal paskutinj rakto skaitmenj (maziausiai reikSminga
arba vienety pozicija).
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Pirmiausia visus elementus suskirstome j desimt (bendruoju atveju
b) poaibiy pagal paskutinj rakto skaitmenj (maziausiai reikSminga
arba vienety pozicija).

Paskui visus poaibius jy eiliskumo tvarka sujungiame j viena aibe.
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Pirmiausia visus elementus suskirstome j desimt (bendruoju atveju
b) poaibiy pagal paskutinj rakto skaitmenj (maziausiai reikSminga
arba vienety pozicija).

Paskui visus poaibius jy eiliskumo tvarka sujungiame j viena aibe.

Gautaja aibe vél skirstome j deSimt poaibiy pagal prieSpaskutinj
rakto skaitmenj (desimciy pozicija).
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Pirmiausia visus elementus suskirstome j desimt (bendruoju atveju
b) poaibiy pagal paskutinj rakto skaitmenj (maziausiai reikSminga
arba vienety pozicija).

Paskui visus poaibius jy eiliskumo tvarka sujungiame j viena aibe.

Gautaja aibe vél skirstome j deSimt poaibiy pagal prieSpaskutinj
rakto skaitmenj (desimciy pozicija).

Sj procesa kartojame n karty.
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Surusiuosime dvizenkliy sveikyjy skaiCiy masyva

A= (73, 29,92, 14, 74, 45, 54, 18, 3, 97, 9, 61, 11, 63, 35, 37).
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Surusiuosime dvizenkliy sveikyjy skaiCiy masyva
A= (73, 29,92, 14, 74, 45, 54, 18, 3, 97, 9, 61, 11, 63, 35, 37).

Aibe suskirstome j deSimt poaibiy pagal paskutinj rakto skaitmenj

61, 11,
92

73, 3, 63,
14, 74, 54,
45, 35,

97, 37,
18,
29, 9.
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Visus poaibius jy eiliskumo tvarka sujungiame j viena aibe

A= (61,11, 92, 73, 3, 63, 14, 74, 54, 45, 35, 97, 37, 18, 29, 9).
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Visus poaibius jy eiliskumo tvarka sujungiame j viena aibe
A= (61,11, 92, 73, 3, 63, 14, 74, 54, 45, 35, 97, 37, 18, 29, 9).

Gautaja aibe vel skirstome j desimt poaibiy dabar pagal pirmajj
rakto skaitmen]

03, 09,

11, 14, 18,

29,

35, 37,

45

54

61, 63,

73, 74,
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92, 97.
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Sujunge poaibius, gauname surusSiuota elementy aibe

A= (3,9, 11, 14, 18, 29, 35, 37, 45, 54, 61, 63, 73, 74, 92, 97).
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Sujunge poaibius, gauname surusSiuota elementy aibe

A= (3,9, 11, 14, 18, 29, 35, 37, 45, 54, 61, 63, 73, 74, 92, 97).

Siame pavyzdyje algoritmas sekmingai suriisiavo duomenis. Bet ar
taip bus ir pasirinkus kitokius duomenis?
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Sujunge poaibius, gauname surusSiuota elementy aibe

A= (3,9, 11, 14, 18, 29, 35, 37, 45, 54, 61, 63, 73, 74, 92, 97).
Siame pavyzdyje algoritmas sekmingai suriisiavo duomenis. Bet ar
taip bus ir pasirinkus kitokius duomenis?

Jrodysime, kad jvykdzius Radix algoritma visada teisingai
surusiuojame aibe.
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Sujunge poaibius, gauname surusSiuota elementy aibe

A= (3,9, 11, 14, 18, 29, 35, 37, 45, 54, 61, 63, 73, 74, 92, 97).

Siame pavyzdyje algoritmas sekmingai suriisiavo duomenis. Bet ar
taip bus ir pasirinkus kitokius duomenis?

Jrodysime, kad jvykdzius Radix algoritma visada teisingai
surusiuojame aibe.

Uztenka iSnagrinéti dvizenkliy skaiCiy atvejj, o bendrojo n-zenkliy
skaiCiy atvejo teisingumas jrodomas indukcijos metodu.
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Imkime du dvizenklius skai¢ius X ir Y:

X=10a+b, Y=10c+d, 0<ab,c,d<9.
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Imkime du dvizenklius skaiCius X ir Y:
X=10a+b, Y=10c+d, 0<a,b,c,d<9.
Nelygybe X < Y yra teisinga, jei

(a<c) arba (a=c)&(b<d).
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Imkime du dvizenklius skaiCius X ir Y:
X=10a+b, Y=10c+d, 0<ab,c,d<9.
Nelygybe X < Y yra teisinga, jei
(a<c) arba (a=c)&(b<d).

Jei a < ¢, tai antrajame Radix rusiavimo algoritmo Zingsnyje X
patenka j poaibj su mazesniu numeriu nei Y.
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Imkime du dvizenklius skaiCius X ir Y:
X=10a+b, Y=10c+d, 0<ab,c,d<9.
Nelygybe X < Y yra teisinga, jei
(a<c) arba (a=c)&(b<d).

Jei a < ¢, tai antrajame Radix rusiavimo algoritmo Zingsnyje X
patenka j poaibj su mazesniu numeriu nei Y.

Jei (a = c)& (b < d), tai pirmuoju Radix rusiavimo algoritmo
zingsniu X pateko j poaibj su mazesniu numeriu nei Y. Po antrojo
zingsnio abu elementai pateks j ta patj poaibj, bet X bus jtrauktas
anksciau.
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Imkime du dvizenklius skaiCius X ir Y:
X=10a+b, Y=10c+d, 0<ab,c,d<9.
Nelygybe X < Y yra teisinga, jei
(a<c) arba (a=c)&(b<d).

Jei a < ¢, tai antrajame Radix rusiavimo algoritmo Zingsnyje X
patenka j poaibj su mazesniu numeriu nei Y.

Jei (a = c)& (b < d), tai pirmuoju Radix rusiavimo algoritmo
zingsniu X pateko j poaibj su mazesniu numeriu nei Y. Po antrojo
zingsnio abu elementai pateks j ta patj poaibj, bet X bus jtrauktas
anksciau.

Taigi abiem atvejais elementai surusiuojami teisingai.
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Algoritmo sudétingumo analizé
Jvertinsime, kiek baziniy veiksmy reikia atlikti rusiuojant N

elementy, kuriy raktai 1 < k < K ir jie uzrasyti skaiciavimo
pagrindu b.
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Algoritmo sudétingumo analizé

Jvertinsime, kiek baziniy veiksmy reikia atlikti rusiuojant N
elementy, kuriy raktai 1 < k < K ir jie uzrasyti skaiciavimo
pagrindu b.

Nagrinédami CountSort algoritmo sudétinguma parodeme, kad
realizuojant vieng Radix Sort algoritmo zingsnj tokiy veiksmy yra
O(N + b).

Zingsniy skaicius n = log, K, todél viso algoritmo kastai yra

O((N + b)log, K).
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Algoritmo sudétingumo analizé

Jvertinsime, kiek baziniy veiksmy reikia atlikti rusiuojant N
elementy, kuriy raktai 1 < k < K ir jie uzrasyti skaiciavimo
pagrindu b.

Nagrinédami CountSort algoritmo sudétinguma parodeme, kad

realizuojant vieng Radix Sort algoritmo zingsnj tokiy veiksmy yra
O(N + b).

Zingsniy skaicius n = log, K, todél viso algoritmo kastai yra
O((N + b)log, K).

Optimalus skaic¢iavimo pagrindas yra b = N, tada gauname tokj

algoritmo sudétingumo jvertj

O(Nlogy K).
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Imkime aukscCiau suformuluota uzdavinj, kai K = N3,

Tada logy K = 3 ir Radix rusSiavimo algoritmo sudétingumo
funkcija vel yra tiesiné ©(N).
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[Sorinio rusiavimo uzdavinys

Nagrinésime rusiavimo algoritmus, kai duomeny yra tiek daug, kad
jie visi netelpa operatyviojoje kompiuterio atmintyje ir juos saugome
talpesnéje, bet daug létesnéje isorinéje atmintyje.
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[Sorinio rusiavimo uzdavinys

Nagrinésime rusiavimo algoritmus, kai duomeny yra tiek daug, kad
jie visi netelpa operatyviojoje kompiuterio atmintyje ir juos saugome
talpesnéje, bet daug létesnéje isorinéje atmintyje.

Tada leéCiausia operacija yra duomeny perrasymas i$ sparciosios

atminties j iSorine atmintj ir atvirk3Ciai. Svarbiausia yra minimizuoti
tokiy veiksmy apimtj.
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Pateiksime suliejimo algoritmo modifikacija, pritaikyta iSorinio
rusiavimo uzdaviniui spresti.
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Pateiksime suliejimo algoritmo modifikacija, pritaikyta iSorinio
rusiavimo uzdaviniui spresti.

Reikia surusiuoti N duomeny, saugomy rinkmenoje F. Tarkime,
kad operatyviojoje atmintyje telpa tik M elementy.

» I35 rinkmenos F skaitome M dydzio duomeny blokus, juos
rusiuojame kokiu nors sparciuoju vidinio rusiavimo algoritmu ir
paeiliui uzrasome j rinkmenas F1, F2. Paskutinio bloko ilgis
gali buti ir mazesnis uz M.
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Pateiksime suliejimo algoritmo modifikacija, pritaikyta iSorinio
rusiavimo uzdaviniui spresti.

Reikia surusiuoti N duomeny, saugomy rinkmenoje F. Tarkime,
kad operatyviojoje atmintyje telpa tik M elementy.

» I35 rinkmenos F skaitome M dydzio duomeny blokus, juos
rusiuojame kokiu nors sparciuoju vidinio rusiavimo algoritmu ir
paeiliui uzrasome j rinkmenas F1, F2. Paskutinio bloko ilgis
gali buti ir mazesnis uz M.

» Suliejimo algoritmu sujungiame M ilgio blokus i§ rinkmeny
F1, F2, gautuosius 2M ilgio blokus jraSome paeiliui j
rinkmenas F3, F4. Algoritma kartojame tol, kol gauname
surusiuota N ilgio bloka, uzrasyta vienoje is rinkmeny.

Raimondas Ciegis Paskaita 7



Skaiciy masyvo rusSiavimas suliejimo algoritmu

Rinkmenoje F uzradytas skaiCiy masyvas, kurio ilgis N = 29:
(47 5’ 2? 87 4’ 17 77 9’ 27 37 07 37 8’ 67 2747 97 3’ 97 57 07
4,6,2,5,3,5,1,0).
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Skaiciy masyvo rusSiavimas suliejimo algoritmu

Rinkmenoje F uzradytas skaiCiy masyvas, kurio ilgis N = 29:
(4,5,2,8,4,1,7,9,2,3,0,3,8,6,2,4,9,3,9, 5,0,
4,6,2,5,3,5,1,0).
Imkime M = 3, tada masyvo rusiavimo eigos pradzia yra tokia:
M=3:
F1=(2,4,5]2,7,9|2,6,8|0,59]|3,5,5)
F2=(1,4,80,3,3(3,4,9(2,4,6/|0,1)
M=6":
F3=1(1,2,4,4,58|2,3,4,6,8,9|0,1,3,5,5)
F4=(0,2,3,3,7,9]0,2,4,5,6,9)
M=12:
F1=(0,1,2,2,3,3,4,4/5,7,8,9|0,1,3,5,5)
F2=1(0,2,2,3,4,4,56,6,8,9,9)
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Jvertinsime, kokj kiekj duomeny perrasome i rinkmenos j sparciaja
operatyviaja kompiuterio atmintj.
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Jvertinsime, kokj kiekj duomeny perrasome i rinkmenos j sparciaja
operatyviaja kompiuterio atmintj.

Priminsime, kad kaip tik Sios operacijos vykdymas ir sudaro i3orinio
rusiavimo algoritmo didzigjg sanaudy dal;.
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Jvertinsime, kokj kiekj duomeny perrasome i rinkmenos j sparciaja
operatyviaja kompiuterio atmintj.

Priminsime, kad kaip tik Sios operacijos vykdymas ir sudaro i3orinio
rusiavimo algoritmo didzigjg sanaudy dal;.

Tegul N = 2KM. Kiekvienu etapu nuskaitomi ir jrasomi visi N
elementai, jie persiunciami porcijomis ir jy skaicius N/M.

Suliejimo etapy skaicius yra (k + 1), todél bendrieji duomeny

perradymo kastai
— o .
M & \m
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