
I�vadas: algoritmu� pavyzdºiai ir ju�

sud 
etingumo teorijos pradmenys

Raimondas �iegis

Matematinio modeliavimo katedra, e-pa²tas: rc@vgtu.lt

Rugs
ejo 1 d., 2023

Raimondas �iegis Paskaita 1



1. Vadov
elis (ºr. literat	uros s¡ra²¡)

R. �iegis. Duomenu� strukt	uros, algoritmai ir ju� analiz
e. Vilnius,
"Technika", 2007.

2. Vadov
elis (yra pdf versija, ºr. literat	uros s¡ra²¡)

T. Cormen, C. Leiserson, R. Rivest, C. Stein. Introduction to
algorithms. The MIT Press, 2009.

3. Vadov
elis (yra pdf versija, ºr. literat	uros s¡ra²¡)

T. Cormen. Algorithms unlocked. The MIT Press, 2013.

3. Video medºiaga:

https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-
science/6-006-introduction-to-algorithms-fall-2011/lecture-videos/

Raimondas �iegis Paskaita 1



Informatikos, matematikos ir kitu� dalyku� paskaitose jau nagrin
ejote
daug algoritmu�.

Laisvai interpretuodami ²i¡ s¡vok¡, sakysime, kad algoritmas yra
veiksmu� ir taisykliu� rinkinys, juos atlik¦ pasiekiame savo tiksl¡
(i²sprendºiame uºdavini�).

Nesunku surasti i�domiu� pavyzdºiu� ir aplink mus.

1. Norime pietums pagaminti cepelinus.

Surandame kulinariniu� receptu� knyg¡, joje yra apr²yti visi veiksmai,
kuriuos reikia atlikti, bei ju� eili²kumas. Taigi turime cepelinu�
gaminimo algoritm¡.
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2. Reikia i²laikyti "Algoritmu� teorijos" egzamin¡.

V
el naudosime atitinkam¡ algoritm¡:

a) atlikite visus laboratorinius darbus,

b) i²spr¦skite namu� darbu� uºduotis,

c) i²laikykite tarpini� egzamin¡,

d) gaukite teigiam¡ sesijos egzamino vertinim¡.

Viskas paprasta, tikslu ir ai²ku, lieka tik tvarkingai i�vykdyti ²i�
algoritm¡.
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3. Norime surinkti Rubiko kub¡.

Internete rasite kelet¡ (daug) algoritmu�, kaip spr¦sti nauj¡ uºduoti�.

Nat	uralus klausimas, kuris i² ²iu� algoritmu� yra geresnis?

Kaip atlikti toki� palyginim¡?
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�iame kurse susisteminsite jau turimas algoritmu� teorijos ºinias,
taip pat i²moksite daug nauju� naudingu� dalyku�:

a) kaip gautajam uºdaviniui sudaryti nauj¡ algoritm¡;

b) kaip efektyviai realizuoti algoritmus (net ir puiku� algoritm¡
galime nuvertinti netinkamai ji� realizav¦);

c) susipaºinsite su svarbiu� taikomu�ju� uºdaviniu� sprendimo
algoritmais, skirtais informacijos paie²kos, duomenu� r	u²iavimo,
logistikos ir projektavimo uºdaviniams.
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Kur naudojami algoritmai?

Pamin
esime tik kelias sritis:

didieji duomenys ir ju� analiz
e,
virtualioji realyb
e,
dirbtinis intelektas,
dirbtiniai neuroniniai tinklai, ma²ininis mokymasis,
daiktu� internetas,
skaitmeninis garso, vaizdo, informacijos saugojimas ir perdavimas,
medicina,
robotika,
kriptovaliutos,
kompiuteriniai ºaidimai...
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Algoritmas yra tiksliai apibr
eºta skai£iavimo proced	ura, kuria,
imdami pradinius duomenis ir atlik¦ baigtini� skai£iu� operaciju�,
gauname rezultat¡.

Skai£iavimo proced	ur¡ galime suprasti kaip kompiuterio program¡,
uºra²yt¡ viena i² programavimo kalbu�.

Tikslesnis apibr
eºimas gaunamas, kai skai£iavimo i�renginys yra
garsioji Tiuringo ma²ina. Pastaroji teorin
e ma²ina ir buvo sukurta,
kai Tiuringas pateik
e konstruktyvu� algoritmo apibr
eºim¡.
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Dabar aptarsime, nuo ko priklauso ir kaip apibr
eºiamas algoritmo
sud
etingumas.

Tai labai svarbu, kai norime prognozuoti, kiek laiko reik
es skai£iuoti
duotuoju kompiuteriu (o ju� yra labai i�vairiu� tipu�), kad pasirinktuoju
algoritmu i²spr¦stume uºdavini�.

Informacija apie rytojaus orus bus visai neaktuali, jeigu modeliavimo
uºdavini� teks spr¦sti dvi dienas.

Automatin
e automobilio vairavimo sistema turi reaguoti i�
pasikeitusi¡ situacij¡ grei£iau, nei i�vyks avarija.

Kiek laiko reik
es kenk
eji²kai programai, kad ji "nulauºtu�" J	usu�
banko s¡skaitos slaptaºodi�?

Ar bloku� grandin
eje patikimai apsaugota informacija apie
kriptovaliutas?
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Pradiniu� duomenu� skai£ius yra labai svarbi uºdavinio charakteristika,
nes kuo daugiau duomenu�, tuo didesn
es kompiuterio atminties
reikia duomenims saugoti, ir ilgiau vykdoma skai£iavimo programa.

Pavyzdºiui:

▶ vektoriaus X duomenu� dydis yra lygus jo elementu� skai£iui n,
▶ matricos A, turin£ios m eilu£iu� ir n stulpeliu�, dydis yra mn,
▶ grafo G = (V ,E ), kurio vir²	uniu� V skai£ius n, o briaunu� aib
es

E dydis m, pradiniu� duomenu� skai£ius yra (m + n).
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Nors duomenu� skai£ius ir charakterizuoja uºdavinio dydi�, ta£iau
vien tik jis dar neapib	udina algoritmo sud
etingumo. Nagrin
ekime du
svarbius matricu� veiksmus: dvieju� matricu� sumos A+ B ir
sandaugos AB skai£iavim¡.

Tegul matricu� dydis yra n eilu£iu� ir stulpeliu�, t. y. turime n × n
dydºio kvadratines matricas.

Nagrin
ekime matricu� sumos A+ B skai£iavimo algoritm¡

C = A+ B, C = (cij), 1 ⩽ i , j ⩽ n ,

cij = aij + bij .

Taigi i² viso atliekame n2 sumavimo veiksmu�. �i� kart¡ veiksmu�
skai£ius yra tos pa£ios eil
es dydis, kaip ir pradiniu� duomenu�
skai£ius, nes abieju� matricu� koe�cientu� yra 2n2.
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Dabar nagrin
ekime dvieju� matricu� sandaugos C = AB skai£iavimo
algoritm¡

cij =
n∑

k=1

aikbkj , 1 ⩽ i , j ⩽ n .

I² viso atliekame n3 daugybos ir n2(n− 1) sumavimo veiksmu�, arba
(2n3 − n2) aritmetiniu� veiksmu�.

Taigi matome, kad dvieju� matricu� daugybos veiksmas yra
sud
etingesnis uº ju� sumos skai£iavim¡. Abieju� operaciju�
sud
etingum¡ i�vertinome naudodami kiekybini� mat¡ � aritmetiniu�
veiksmu� skai£iu�.
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Ta£iau ne visiems algoritmams tinka ²is matas, pavyzdºiui,
duomenu� r	u²iavimo ir paie²kos algoritmuose svarbiausi yra duomenu�
lyginimo ir sekos elementu� keitimo vietomis veiksmai.

Tod
el vartosime bendresni� apibr
eºim¡:

Algoritmo sud
etingumas yra lygus atliekamu� baziniu� veiksmu�
skai£iui.

Tada uºdavinio dydºiu (arba apimtimi) vadiname geriausio ºinomo
jo sprendimo algoritmo sud
etingum¡.
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�ia verta trumpam sustoti ir aptarti svarbius taikymuose atvejus.

Prisiminsime ir kai kuriuos nesud
etingus matematinius rezultatus,
kurie smarkiai palengvina algoritmu� analiz¦.

Daºniausiai t¡ pati� algoritm¡ naudojame spr¦sdami mus dominanti�
uºdavini� su i�vairiais pradiniais duomenimis.

Pavyzdºiui, kompanija kiekvien¡ dien¡ i² naujo r	u²iuoja informacij¡
apie savo klientus ar duomenu� saugyklos i�ra²us. Kaip matysime
duomenu� paie²ka ypa£ efektyvi, kai duomenys sur	u²iuoti.
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1. Geriausiojo atvejo sud
etingumas.

Duotasis algoritmas gali b	uti ypatingai efektyvus kai kuriu� tipu�
duomenims. Mums svarbu ºinoti, kaip greitai tada galime i²spr¦sti
uºdavini� ir mok
eti atpaºinti tokius duomenis.

Daºnai toks i�vertis yra vadinamas optimistiniu.

Paºym
ekime Dn visus pradiniu� duomenu� variantus apibr
eºian£i¡
aib¦, kai kiekviename variante yra n duomenu�:

Dn = {dm : dm = (a1, a2, . . . , an), aj ∈ A, j = 1, 2, . . . , n } .

Paºym
ekime T (dm) algoritmo sud
etingum¡, kai turime konkretu�
pradiniu� duomenu� pasiskirstym¡ dm.

Geriausiojo atvejo sud
etingumas

TG (n) = min
dm∈Dn

T (dm) .
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eºian£i¡
aib¦, kai kiekviename variante yra n duomenu�:

Dn = {dm : dm = (a1, a2, . . . , an), aj ∈ A, j = 1, 2, . . . , n } .

Paºym
ekime T (dm) algoritmo sud
etingum¡, kai turime konkretu�
pradiniu� duomenu� pasiskirstym¡ dm.

Geriausiojo atvejo sud
etingumas

TG (n) = min
dm∈Dn

T (dm) .

Raimondas �iegis Paskaita 1



2. Blogiausiojo atvejo sud
etingumas.
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3. Vidutiniojo atvejo sud
etingumas.

Duotasis algoritmas gali b	uti neefektyvus kai kuriu� tipu� duomenims,
bet daºnai tokiu� rinkiniu� yra nedaug. Tod
el daugumai vartotoju�
svarbiausia ºinoti, kiek laiko vidutin²kai teks laukti rezultato. Tokia
informacija leidºia racionaliai i²naudoti ºmogi²kuosius ir gamybinius
resursus.

Vidutinis (arba tik
etinas) algoritmo sud
etingumas

TV (n) =
1

|Dn|
∑

dm∈Dn

T (dm) ,

Matematinius metodus, kurie leidºia i�vertinti svarbiausiu� algoritmu�
sud
etingum¡, prisiminsime, kai nagrin
esime konkre£ius taikomuosius
algoritmus.
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Algoritmu� sudarymo metodai

Nauju� uºdaviniu�, kuriuos turime i²spr¦sti, atsiranda kasdien. Daºnai
jie yra netrivial	us, ju� sprendimui neuºtenka naudoti tik jau
egzistuojan£ius algoritmus.

Kaip sugalvoti (sukonstruoti, sudaryti) uºdaviniui tinkam¡
algoritm¡? Nuo ko prad
eti? Kiek laiko teks mokytis, kad i�gytume
reikalingus i�g	udºius?

Geroji ºinia yra ta, kad egzistuoja tik keletas pagrindiniu� metodu�,
kurie ir naudojami nauju� algoritmu� sudarymui. Taigi nereik
es
klaidºioti tarp gausyb
es hipoteziu�, kad rastume tinkam¡ uºdavinio
sprendimo b	ud¡.
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Deja, tai nerei²kia, kad susipaºinus su pagrindiniais algoritmu�
sudarymo metodais be didesniu� pastangu� gal
esite sukonstruoti
naujo uºdavinio sprendikli�.

Nepaºadu, kad nereik
es skaityti vadov
eliu� � nebus taip, kad po
m
enesio gal
esite patys atrasti, sukurti bet kuri�, net ir garsiausi¡
algoritm¡.

Bet pamatysime, kad net ir Top 10 s¡ra²o algoritmai yra sukurti
naudojant tuos bendrus metodus, kuriuos dabar ir nagrin
esime.

O tai jau stipriai motyvuojantis argumentas.
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Uºdavinio skaidymas

Dauguma algoritmavimo metodu� remiasi tokiu paprastu bendruoju
principu � uºdavini� dalijame i� maºesnes uºduotis, kurias i²sprend¦
sukonstruojame viso uºdavinio sprendini�.

Tenka atsakyti i� tokius pagrindinius du klausimus:

1. Kaip padalinti uºdavini� i� baigtini� skai£iu� maºesniu� uºduo£iu�
(variantu�).

2. Kaip sumaºinti nagrin
ejamu� variantu� skai£iu�, nes tiesioginis
visu� variantu� patikrinimas gali b	uti nei�vykdomas net su
grei£iausiais superkompiuteriais.
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Variantu� perrinkimas

Nagrin
esime vien¡ toki� metod¡ � variantu� perrinkim¡. �is metodas
ypa£ i²populiar
ejo, kai atsirado kompiuteriai.

Jo svarbus prana²umas yra tai, kad, i²nagrin
ejus visus variantus,
nebereikia atlikti jokiu� papildomu� skai£iavimu�.

Kaip suºinoti Petro vaiku� amºiu�?

Susitiko du senokai nesimat¦ draugai � Jonas ir Petras. Pokalbio
metu paai²k
ejo, kad ²i diena ypatinga Petrui, nes visi trys jo vaikai
� Inga, Julija ir Justas � ²iandien ²ven£ia gimtadienius. Petras
pasi	ul
e Jonui, geram matematikui, pabandyti atsp
eti, koks yra
kiekvieno vaiko amºius.
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Nor
edamas palengvinti uºduoti�, jis nurod
e, kad seserys yra ne
vyresn
es uº Just¡, o Inga neturi jaunesn
es sesers.

Taip pat Petras informavo, kad sudaugin¦ visu� triju� vaiku� amºiaus
metus, gauname skai£iu� 36.

�iek tiek pagalvoj¦s Jonas parei²k
e, kad jam dar neuºtenka
informacijos. Tada Petras pasak
e, kad vaiku� amºiaus metu� suma
sutampa su namo, prie kurio jie stovi, langu� skai£iumi.

Jonas v
el pagalvojo ir parei²k
e, kad naujoji informacija tikrai labai
svarbi, bet jos dar nepakanka, kad gal
etu� pasakyti atsakym¡. Tod
el
reik
etu� maºos pagalbos.

Petro pastaba buvo trumpa � vyriausiojo vaiko akys yra m
elynos.
Suºinoj¦s tai, Jonas i² karto pasak
e kiekvieno vaiko amºiu�!
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I² pirmosios s¡lygos suºinome, kad triju� vaiku� metu� sandauga lygi
36. Nesunku patikrinti, kad yra tik a²tuoni skirtingi variantai, kai
i�vykdoma ²i s¡lyga. Jie pateikti lentel
eje.

Table: A²tuoni variantai, kai vaiku� metu� sandauga lygi 36

V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8

Inga 1 1 1 1 1 2 2 3
Julija 1 2 3 4 6 2 3 3
Justas 36 18 12 9 6 9 6 4
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Darome prielaid¡, kad Jonas ºino, kiek langu� turi namas, prie kurio
susitiko draugai, taigi i² antrosios s¡lygos jis suºinojo, kam lygi
vaiku� metu� suma. Ta£iau tokios informacijos jam vis dar neuºteko,
kad gal
etu� pasakyti atsakym¡.

Apskai£iuokime kiekvieno varianto vaiku� metu� sumas:

1+ 1+ 36 = 38, 1+ 2+ 18 = 21,

1+ 3+ 12 = 16, 1+ 4+ 9 = 14,

1+ 6+ 6 = 13, 2+ 2+ 9 = 13,

2+ 3+ 6 = 11, 3+ 3+ 4 = 10.

Dabar tampa ai²ku, kad ²i metu� suma yra lygi 13, nes visais kitais
atvejais Jonas jau ºinotu� kiekvieno vaiko amºiu�.
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Liko du variantai � (1, 6, 6) ir (2, 2, 9).

Kadangi tik antruoju atveju Justas yra vyriausias vaikas (tai, kad jo
akys m
elynos, ai²ku, neturi jokios reik²m
es), darome i²vad¡, kad
Petras augina dvynukes Ing¡ ir Julij¡, kurioms sukako dveji
metukai, ir devyneriu� metu� s	unu� Just¡.

Raimondas �iegis Paskaita 1



Liko du variantai � (1, 6, 6) ir (2, 2, 9).

Kadangi tik antruoju atveju Justas yra vyriausias vaikas (tai, kad jo
akys m
elynos, ai²ku, neturi jokios reik²m
es), darome i²vad¡, kad
Petras augina dvynukes Ing¡ ir Julij¡, kurioms sukako dveji
metukai, ir devyneriu� metu� s	unu� Just¡.

Raimondas �iegis Paskaita 1



Informacijos ²ifravimas, slaptaºodºiai

Daºniausiai ie²kome nauju� algoritmu�, kuriu� sud
etingumas b	utu�
minimalus. Ta£iau dabar pateiksime pavyzdi�, kai visu� variantu�
perrinkimo uºdavinio sud
etingumas yra siektina ir naudinga savyb
e.

Komunikacijos slaptumas ir prane²imo perdavimo saugumas ²iuo
metu yra labai svarbi uºduotis ir jos svarba tik did
es ateityje.
Smarkiai auga nesankcionuoto informacijos perskaitymo ar
pakeitimo, hibridiniu� ataku� gr
esm
e.

�iuolaikiniu� vie²ojo rakto kriptogra�niu� algoritmu� saugumas yra
grindºiamas matematiniais rezultatais, kad kai kuriu� skai£iu� teorijos
uºdaviniu� sprendimas yra galimas tik atlikus piln¡ji� variantu�
perrinkim¡, o variantu� skai£ius yra toks didelis, kad slaptaºodºio
"nulauºimas" n
era galimas per laik¡, kol informacija dar yra aktuali.
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grindºiamas matematiniais rezultatais, kad kai kuriu� skai£iu� teorijos
uºdaviniu� sprendimas yra galimas tik atlikus piln¡ji� variantu�
perrinkim¡, o variantu� skai£ius yra toks didelis, kad slaptaºodºio
"nulauºimas" n
era galimas per laik¡, kol informacija dar yra aktuali.
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Rekursijos metodas

Sakysime, kad objektas (uºdavinys, matematin
e strukt	ura,
skaitmeniniu� duomenu� rinkinys) yra apibr
eºtas rekursijos b	udu, jei
apibr
eºime v
el naudojami vienas arba keli tokie patys objektai, tik
maºesnio dydºio.

Faktorialas. Nat	uraliojo skai£iaus n ∈ N faktorialas yra
apibr
eºiamas taip:

n! =

{
n · (n − 1)!, jei n > 0,

1, jei n = 0.

I² ²io apibr
eºimo gauname toki¡ lygyb¦

n! = n · (n − 1) · (n − 2) · · · 2 · 1 .

Raimondas �iegis Paskaita 1



Rekursijos metodas

Sakysime, kad objektas (uºdavinys, matematin
e strukt	ura,
skaitmeniniu� duomenu� rinkinys) yra apibr
eºtas rekursijos b	udu, jei
apibr
eºime v
el naudojami vienas arba keli tokie patys objektai, tik
maºesnio dydºio.

Faktorialas. Nat	uraliojo skai£iaus n ∈ N faktorialas yra
apibr
eºiamas taip:

n! =

{
n · (n − 1)!, jei n > 0,

1, jei n = 0.

I² ²io apibr
eºimo gauname toki¡ lygyb¦

n! = n · (n − 1) · (n − 2) · · · 2 · 1 .

Raimondas �iegis Paskaita 1



Rekursijos metodas

Sakysime, kad objektas (uºdavinys, matematin
e strukt	ura,
skaitmeniniu� duomenu� rinkinys) yra apibr
eºtas rekursijos b	udu, jei
apibr
eºime v
el naudojami vienas arba keli tokie patys objektai, tik
maºesnio dydºio.

Faktorialas. Nat	uraliojo skai£iaus n ∈ N faktorialas yra
apibr
eºiamas taip:

n! =

{
n · (n − 1)!, jei n > 0,

1, jei n = 0.

I² ²io apibr
eºimo gauname toki¡ lygyb¦

n! = n · (n − 1) · (n − 2) · · · 2 · 1 .

Raimondas �iegis Paskaita 1



Fibona£io skai£iai. Fibona£io skai£iai yra apibr
eºiami tokiu b	udu:

fn =

{
fn−1 + fn−2, jei n > 1,

f0 = 1, f1 = 1 .

Naudodami ²i� apibr
eºim¡ apskai£iuokite f4 reik²m¦.

O dabar apskai£iuokite f30 ir f31 reik²mes. Koki¡ i²vad¡ galite
padaryti?
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Parodysime, kaip rekursija padeda i²spr¦sti loginiu� ºaidimu� ir
galvos	ukiu� uºduotis.

Senov
es Kinijoje buvo ºaidºiamas toks ºaidimas: turime tris virbus
A,B ir C . Ant A virbo suverti n skirtingo skersmens ºiedai:
apa£ioje yra didºiausias ºiedas, ant jo uºd
etas maºesnis ir taip
toliau iki maºiausio, kuris dedamas vir²uje. �iuos ºiedus reikia
perkelti ant kito virbo C , kai ant vir²aus galima d
eti tik maºesnio
skersmens ºied¡ bei galime naudoti pagalbini� B virb¡.

A
 B
 C
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�aidimo strategij¡ patogu apibr
eºti naudojant rekursij¡.

Pirmiausia, laikydamiesi ºaidimo taisykliu�, perkeliame (n − 1)
vir²utinius A ºiedus ant B virbo, o C virbu naudojam
es kaip
pagalbiniu.

Tada perkeliame nuo A ant C didºiausi¡ ºied¡

A
 B
 C
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Paskutiniu ºingsniu tuo pa£iu b	udu perkeliame ºiedus nuo B ant C
virbo, o A naudojame kaip pagalbini�.

A
 B
 C
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Hanojaus bok²tu� uºdavinio sprendimo algoritmas

HanojausBok²tai (n, A, B, C)
begin

(1) if ( n > 0 )
(2) HanojausBok²tai (n-1, A, C, B);
(3) move (A, C);
(4) HanojausBok²tai (n-1, B, A, C);
(5) end if

end HanojausBok²tai
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Skaldyk ir valdyk metodas

1. Uºdavini� skaidome i� kelis maºesnius uºdavinius.

2. Randame ²iu� uºdaviniu� sprendinius.

3. I² ju� sudarome viso uºdavinio sprendini�.

Maºesnius uºdavinius v
el galime spr¦sti tokiu pa£iu metodu, taip
skaidome tol, kol gautieji uºdaviniai yra lengvai i²sprendºiami.

Toks rekursyvus algoritmas ir vadinamas skaldyk ir valdyk metodu
(angl. divide and conquer).
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�is metodas yra darbinis arkliukas konstruojant daug elitiniu�
algoritmu�, tod
el ²ioje paskaitoje nengrin
esime rimtesniu� jo taikymu�.

Apsiribosime tik populiariu pavyzdºiu, kuris net vaikams paai²kina
²io metodo esm¦.

Saloje medºioja li	utas, kuri� vietiniai gyventojai nori sugauti ir
perkelti i� kito draustinio teritorij¡.

Tada jie panaudoja toki� skaldyk ir valdyk algoritmo variant¡. Per
sal¡ uºtveria tvor¡ ir vis¡ teritorij¡ padalina i� dvi dalis. Li	utas
medºioja vienoje i² ju�. Po pirmojo algoritmo ºingsnio pavyko
sumaºinti teritorij¡ dvigubai.

Toliau algoritmas kartojamas jau toje dalyje, kurioje gyvena li	utas.
Ir taip po baigtinio skai£iaus dalijimu� pavyksta li	ut¡ uºdaryti maºoje
salel
eje.
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