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Dinaminio programavimo metodas

Pavadinimas skamba gana sudétingai, bet Sie raktiniai zodziai
klaidina — metodo esmé pakankamai paprasta ir juo remiantis
pavyksta sukonstruoti labai efektyvius algoritmus.
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Dinaminio programavimo metodas

Pavadinimas skamba gana sudétingai, bet Sie raktiniai zodziai
klaidina — metodo esmé pakankamai paprasta ir juo remiantis
pavyksta sukonstruoti labai efektyvius algoritmus.

Aptarkime, kodél varianty perrinkimo algoritmai daznai yra
neefektyvus. Taip atsitinka ne tik todél, kad varianty skaicius yra
labai didelis, bet ir todél, kad skirtingy varianty yra daug maziau
nei generuojame spresdami uzdavinj. Tie patys variantai yra
tikrinami/perskaiciuojami daug karty.
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Prisiminkime rekursinj Fibonacio skaiciy algoritma

F(n)=F(n—1)+ F(n—2).
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Prisiminkime rekursinj Fibonacio skaiciy algoritma

F(n)=F(n—1)+ F(n—2).

Paveiksle pavaizduota rekursinio algoritmo vykdymo eiga, kai
n = 20.

(Fib(18) ) (Fib(17)) (Fib(17)) (Fib(16))
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Prisiminkime rekursinj Fibonacio skaiciy algoritma

F(n)=F(n—1)+ F(n—2).

Paveiksle pavaizduota rekursinio algoritmo vykdymo eiga, kai
n = 20.

(Fib(18) ) (Fib(17)) (Fib(17)) (Fib(16))

Variantai kartojasi, todél skai¢iavimy apimtis greitai didéja.
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Sio triikumo neturi dinaminio programavimo metodas. Jis
taikytinas tada, kai tenkinamos tokios salygos:

» Algoritmo vykdymo metu generuojamos uzduociy aibés
esmingai persidengia, todél daug karty sprendziame tas pacias
uzduotis. Dinaminio programavimo metode jsimename jau
spresty uzduociy sprendinius ir sprendziame tik naujus
uzdavinius.
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Sio triikumo neturi dinaminio programavimo metodas. Jis
taikytinas tada, kai tenkinamos tokios salygos:

» Algoritmo vykdymo metu generuojamos uzduociy aibés
esmingai persidengia, todél daug karty sprendziame tas pacias
uzduotis. Dinaminio programavimo metode jsimename jau
spresty uzduociy sprendinius ir sprendziame tik naujus
uzdavinius.

» Uzdavinys tenkina Belmano salyga, kad optimalus uzduoties
sprendinys yra sudarytas i$ atskiry mazesniy uzduociy
optimaliy sprendiniy. Sig salyga uzrasome rekurentinés lygybeés
forma, ji smarkiai sumazina nagrinéjamy varianty skaiciy.
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Skaldyk ir valdyk algoritme uzduotys generuojamos is virsaus j
apacia, t. y. pradinis uzdavinys skaidomas j kelias mazesnes
uzduotis, kurios toliau dalijamos j dar mazesnes.
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Skaldyk ir valdyk algoritme uzduotys generuojamos is virsaus j
apacia, t. y. pradinis uzdavinys skaidomas j kelias mazesnes
uzduotis, kurios toliau dalijamos j dar mazesnes.

Dinaminio programavimo metode uzdavinj pradedame spresti nuo
maziausiy ir lengvai iSsprendziamy uzduociy, jy rezultatus
naudojame spresdami didesnes uzduotis ir taip surandame viso
uzdavinio sprendinj.
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Skaldyk ir valdyk algoritme uzduotys generuojamos is virsaus j
apacia, t. y. pradinis uzdavinys skaidomas j kelias mazesnes
uzduotis, kurios toliau dalijamos j dar mazesnes.

Dinaminio programavimo metode uzdavinj pradedame spresti nuo
maziausiy ir lengvai iSsprendziamy uzduociy, jy rezultatus
naudojame spresdami didesnes uzduotis ir taip surandame viso
uzdavinio sprendinj.

Realizuodami dinaminio programavimo metoda nagrinéjame tik
tuos variantus, kuriy gali prireikti optimaliai strategijai sudaryti
(Belmano salyga).
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Matricy daugybos eiliskumas

Reikia sudauginti n matricy A1Ax--- A, €ia A; yra pi_1 X p;
dydzio matrica.
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Matricy daugybos eiliskumas

Reikia sudauginti n matricy A1Ax--- A, €ia A; yra pi_1 X p;
dydzio matrica.

Matricy daugyba sudaro pagrinda daugelio algoritmy, kurie
naudojami kompiuterinéje animacijoje, virtualios realybés
modeliuose, dizaine.
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Matricy daugybos eiliskumas

Reikia sudauginti n matricy A1Ax--- A, €ia A; yra pi_1 X p;
dydzio matrica.

Matricy daugyba sudaro pagrinda daugelio algoritmy, kurie
naudojami kompiuterinéje animacijoje, virtualios realybés
modeliuose, dizaine.

Nors galutinis rezultatas nepriklauso nuo matricy dauginimo
tvarkos, atliekamy veiksmy skaicius gali labai smarkiai skirtis.
Priminsime, kad, daugindami dvi n x m ir m x k dydZzio matricas
gauname n X k dydzio matrica C = AB

m
cj=Y aghy, 1<i<n 1<j<k.
I=1

atliekame 2nmk aritmetiniy veiksmy.
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Nagrinékime pavyzdj, kai dauginame 10 x 200, 200 x 4 ir 4 x 80
dydzio matricas A1 AxAs.
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Nagrinékime pavyzdj, kai dauginame 10 x 200, 200 x 4 ir 4 x 80
dydzio matricas A1 AxAs.

Sia uzduotj galime jvykdyti dviem skirtingais bidais:
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Nagrinékime pavyzdj, kai dauginame 10 x 200, 200 x 4 ir 4 x 80
dydzio matricas A1 AxAs.

Sia uzduotj galime jvykdyti dviem skirtingais bidais:
1. (A1A2)As, tada atliekame 16000 + 6400 = 22400 veiksmy,
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Nagrinékime pavyzdj, kai dauginame 10 x 200, 200 x 4 ir 4 x 80
dydzio matricas A1 AxAs.

Sia uzduotj galime jvykdyti dviem skirtingais bidais:

1. (A1A2)As, tada atliekame 16000 + 6400 = 22400 veiksmy,

2. Ai(A2A3), tada atliekame 128000 + 320000 = 448000
veiksmy,

t. y. antruoju budu atliekame dvidesimt karty daugiau veiksmy.
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Dabar §j uzdavinj spresime dinaminio programavimo metodu.
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Dabar §j uzdavinj spresime dinaminio programavimo metodu.
Pirmiausia reikia rasti sprendinio optimalumo salyga ir jsitikinti,
kad viso uzdavinio optimaly sprendinj galime sudaryti, naudodami
mazesniy uzduociy optimalius sprendinius.
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Dabar §j uzdavinj spresime dinaminio programavimo metodu.
Pirmiausia reikia rasti sprendinio optimalumo salyga ir jsitikinti,
kad viso uzdavinio optimaly sprendinj galime sudaryti, naudodami
mazesniy uzduociy optimalius sprendinius.

Pazymékime matricy sandaugos rezultata (irgi matrica)

Bi,j = AiAiy1- - Aj.
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Dabar §j uzdavinj spresime dinaminio programavimo metodu.
Pirmiausia reikia rasti sprendinio optimalumo salyga ir jsitikinti,
kad viso uzdavinio optimaly sprendinj galime sudaryti, naudodami
mazesniy uzduociy optimalius sprendinius.

Pazymékime matricy sandaugos rezultata (irgi matrica)
Bi,j = AiAiy1- - Aj.

Tada optimalia sandaugos skai¢iavimo tvarka apibréziame lygybe
(parenkame pirmyjy skliausty vieta k):

AtAs - Ay = By kBii1n = (AAa- - AL) (AcirAz - An).
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Dabar §j uzdavinj spresime dinaminio programavimo metodu.
Pirmiausia reikia rasti sprendinio optimalumo salyga ir jsitikinti,
kad viso uzdavinio optimaly sprendinj galime sudaryti, naudodami
mazesniy uzduociy optimalius sprendinius.

Pazymékime matricy sandaugos rezultata (irgi matrica)
Bi,j = AiAiy1- - Aj.

Tada optimalia sandaugos skai¢iavimo tvarka apibréziame lygybe
(parenkame pirmyjy skliausty vieta k):

AtAs - Ay = By kBii1n = (AAa- - AL) (AcirAz - An).

Paskutiniame algoritmo zingsnyje, daugindami dvi matricas By  ir
Bi+1, n atliekame 2pgpyp,, aritmetinius veiksmus.
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Pries tai reikéjo apskaiciuoti pacias matricas By i ir Bxy1, pn, Sias
sandaugas vél skaiiuojame optimaliu budu.
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Pries tai reikéjo apskaiciuoti pacias matricas By i ir Bxy1, pn, Sias
sandaugas vél skaiiuojame optimaliu budu.

Taigi parodéme, kad n matricy sandaugos optimalus skaiGiavimas
suvedamas j dviejy mazesniy matricy seky sandaugos skaiciavimo
uzdavinj.
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Pries tai reikéjo apskaiciuoti pacias matricas By i ir Bxy1, pn, Sias
sandaugas vél skaiiuojame optimaliu budu.

Taigi parodéme, kad n matricy sandaugos optimalus skaiGiavimas
suvedamas j dviejy mazesniy matricy seky sandaugos skaiciavimo
uzdavinj.

Sudarysime lygtj, apibréziancia optimaly uzdavinio sprendinj.

Pazymékime m(i,j) aritmetiniy veiksmy skaciy optimaliu budu
dauginant matricas A;jAi11--- A;.
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Pries tai reikéjo apskaiciuoti pacias matricas By i ir Bxy1, pn, Sias
sandaugas vél skaiiuojame optimaliu budu.

Taigi parodéme, kad n matricy sandaugos optimalus skaiGiavimas
suvedamas j dviejy mazesniy matricy seky sandaugos skaiciavimo
uzdavinj.

Sudarysime lygtj, apibréziancia optimaly uzdavinio sprendinj.

Pazymékime m(i,j) aritmetiniy veiksmy skaciy optimaliu budu
dauginant matricas A;jAi11--- A;.

Kadangi matricy iSsidéstymo tvarkos keisti negalime, tai i$ viso
galime sudaryti tiek skirtingy varianty:

1<i<n i<j<n

Tokia M matrica yra apatiné trikampé.
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Parodéme, kad optimaliu algoritmu skaiCiuojant matricg Bj;
egzistuoja toks k, kad Siy matricy sandauga isskaidome j dviejy
matricy B; i ir Byi1,j sandauga

Bjj = BixBky1,)-

Patarosios matricos irgi skaiCiuojamos optimaliu algoritmu.
Taigi jvertiname aritmetiniy veiksmy skaiciy

m(i,j) = m(i, k) + m(k + Lj) + 2p,-,1pkpj.
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Kadangi is anksto nezinome, kuris k turi buti pasirinktas, tai
gauname variacine rekurenciaja lygtj

0, =/

m(i,j) = ) . . .
(i-1) min_(m(i, k) + m(k +1,j)+2pi-1pipj), i <.
ISK<J
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Kadangi is anksto nezinome, kuris k turi buti pasirinktas, tai
gauname variacine rekurenciaja lygtj

0, =/,
m(i,j) = ) . . .
(i-1) min_(m(i, k) + m(k +1,j)+2pi-1pipj), i <.
ISK<J

Kiekvienam elementui m(i, ) optimalaus indekso k reiksme
saugome matricos P elemente P(i, ).
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Kadangi is anksto nezinome, kuris k turi buti pasirinktas, tai
gauname variacine rekurenciaja lygtj

0, =/,
m(i,j) = ) . . .
(i-1) min_(m(i, k) + m(k +1,j)+2pi-1pipj), i <.
ISK<J

Kiekvienam elementui m(i, ) optimalaus indekso k reiksme
saugome matricos P elemente P(i, ).

Skai€ius m(1, n) ir apibrézia n matricy daugybos A1 Az --- A,
optimalaus algoritmo sanaudas.
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Optimali 3esiy matricy sandaugos tvarka

Skaiciuokime SeSiy matricy sandauga
A1A2A3A4 A5 Ag,

kai 8iy matricy dydziai yra tokie: 40 x 50, 50 x 20, 20 x 4,
4 x 15, 15 x 25, 25 x 35.
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Optimali 3esiy matricy sandaugos tvarka

Skaiciuokime SeSiy matricy sandauga
A1A2A3A4 A5 Ag,

kai 8iy matricy dydziai yra tokie: 40 x 50, 50 x 20, 20 x 4,
4 x 15, 15 x 25, 25 x 35.

Vykdydami algoritma paeiliui skai¢iuojame matricy M ir P
jstrizainiy elementus (paaiskinkite, kodél tokia tvarka vykdomas
algoritmas).
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Paveiksle kiekvienos jstrizainés laukelis pazymétas skirtinga spalva.

0
o |26250
3000 | 10000 5
0 3 3
0 | 8000 2 | 3 3
o [80000 | 24000 1 3| 3
a) matrica M b) matrica P
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Paveiksle kiekvienos jstrizainés laukelis pazymétas skirtinga spalva.

0
o |26250
o | 3000 [ 10000 4 | 5
0 3 3
0 | 8000 2 | 3 3
o [80000 | 24000 1 1 3| 3
a) matrica M b) matrica P

Matome, kad matricas reikia dauginti taip:
(A1(A243)) ((AsAs)As),

tada atliksime tik 45 200 aritmetinius veiksmus.
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Skaiciuokime koeficiento m(2,5) reiksme (trecioji mélynoji
jstrizainé).
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Skaiciuokime koeficiento m(2,5) reiksme (trecioji mélynoji
jstrizainé).

Randame tokj k, kuris atitinka maziausig skaiciavimy apimtj

i 2, k k+1,5 2
2211:25(177(, )+m( + 1, )+ PlPkPS)»
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Skaiciuokime koeficiento m(2,5) reiksme (trecioji mélynoji
jstrizainé).

Randame tokj k, kuris atitinka maziausig skaiciavimy apimtj

i 2, k k+1,5 2
2211:25(177(, )+m( + 1, )+ PlPkPS)»

k=2:
M(2,2) + M(3,5) + 2p1paps = 0+ 7000 + 2 - 50 - 20 - 25 = 57 000,
k=23:
M(2,3)+M(4,5) + 2p1p3ps = 800043000 + 2 - 50 - 4 - 25 = 21000,
k=4:

M(2,4) + M(5,5) + 2py paps = 14000 + 0 + 2 - 50 - 15 - 25 = 51 500.
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Matome, kad maziausia reiksmé yra
M(2,5) = 21000,
ja gauname imdami k = 3, todél

P(2,5) = 3.
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Godieji algoritmai

Daznai patenkame j tokias situacijas, kai reikia priimti sprendimga
"Eia ir dabar". Musy dabartinis pasirinkimas paveiks ir ateities
rezultatus, pvz. firmos pelng ar kelionés trukme. Bet jvertinti visas
Sio zingsnio pasekmes kitais algoritmais (skaldyk ir valdyk,
dinaminio programavimo ar pilnu varianty perrinkimu) neturime
galimybiy (tai uztrukty per daug ilgai).
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Godieji algoritmai

Daznai patenkame j tokias situacijas, kai reikia priimti sprendimga
"Eia ir dabar". Musy dabartinis pasirinkimas paveiks ir ateities
rezultatus, pvz. firmos pelng ar kelionés trukme. Bet jvertinti visas
Sio zingsnio pasekmes kitais algoritmais (skaldyk ir valdyk,
dinaminio programavimo ar pilnu varianty perrinkimu) neturime
galimybiy (tai uztrukty per daug ilgai).

Tokiy uzdaviniy sprendinio paieska dazniausiai isskaidome j n etapy
ir kiekvienu zingsniu renkames i3 nedidelio baigtinio skaiCiaus
varianty m (perziurime tik maza dalj visy galimy varianty).
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Godieji algoritmai rekomenduoja rinktis lokaliai geriausig varianta
duotojo zingsnio metu. Tada lokalaus pasirinkimo sudétingumas —
m, o viso algoritmo sudétingumas — tik nm veiksmy.
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Godieji algoritmai rekomenduoja rinktis lokaliai geriausig varianta
duotojo zingsnio metu. Tada lokalaus pasirinkimo sudétingumas —
m, o viso algoritmo sudétingumas — tik nm veiksmy.

Aisku, dazniausiai negalime garantuoti, jog, taip spresdami
uzdavinj, radome globaliai geriausia sprendinj. Tokie godieji
algoritmai yra euristikos, leidziancios labai sparciai apskaiciuoti
tikslaus sprendinio artinius.
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Godieji algoritmai rekomenduoja rinktis lokaliai geriausig varianta
duotojo zingsnio metu. Tada lokalaus pasirinkimo sudétingumas —
m, o viso algoritmo sudétingumas — tik nm veiksmy.

Aisku, dazniausiai negalime garantuoti, jog, taip spresdami
uzdavinj, radome globaliai geriausia sprendinj. Tokie godieji
algoritmai yra euristikos, leidziancios labai sparciai apskaiciuoti
tikslaus sprendinio artinius.

Visgi egzistuoja daug svarbiy taikomyjy uzdaviniy, kai godieji
algoritmai apibrézia tiksly sprendinj. Tokius pavyzdZius nagrinésime
spresdami grafy teorijos uzdavinius.
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Grazos atidavimo uzdavinys.

Automatas graza atiduoda monetomis, kuriy nominalai

Vi>W>...>V,.
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Grazos atidavimo uzdavinys.

Automatas graza atiduoda monetomis, kuriy nominalai
Vi>W>...>V,.

G vertés suma reikia sudaryti taip, kad monety skaicius buty
maziausias. Taigi sprendziame uzdavinj:

min  (m +nm+...+ npy),

(n1,...,nm)€D

D:{n1V1+n2V2+...—|—anm:G, I'IJ'ZO}.
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Tarkime, kad V,,, = 1, tada visada galime parinkti bent viena
monety kombinacija, kurios suma lygi G.
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Tarkime, kad V,,, = 1, tada visada galime parinkti bent viena
monety kombinacija, kurios suma lygi G.

Godziojo grazos atidavimo algoritmo idéja labai paprasta:
pirmiausia stengiamés graza atiduoti didziausio nominalo
monetomis, tokiy monety skaiCius n; = | G/ V4], paskui likusios
sumos G; = G — n1 V4 didzigja dalj atiduome V5 nominalo
monetomis ny = | G1/ V2] ir t. t.
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Tarkime, kad V,,, = 1, tada visada galime parinkti bent viena
monety kombinacija, kurios suma lygi G.

Godziojo grazos atidavimo algoritmo idéja labai paprasta:
pirmiausia stengiamés graza atiduoti didziausio nominalo
monetomis, tokiy monety skaiCius n; = | G/ V4], paskui likusios
sumos G; = G — n1 V4 didzigja dalj atiduome V5 nominalo
monetomis ny = | G1/ V2] ir t. t.

Jeigu kuriuo nors algoritmo Zingsniu G; < Vi1, tai V;1 nominalo
& g & J J+ J+
monety nenaudojame.
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Imkime monety rinkin;
Vi=25 Vo=11, V3=5 V,=1

Godziuoju algoritmu apskaiciuojame, kad 63 centy graza reikia
atiduoti taip
63=2x254+1x11+4+2x1,

taigi naudojame penkias monetas. Nesunku patikrinti, kad toks
sprendinys yra optimalus (patikrinkite).
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Imkime monety rinkin;
Vi=25 Vo=11, V3=5 V,=1

Godziuoju algoritmu apskaiciuojame, kad 63 centy graza reikia
atiduoti taip
63=2x254+1x11+4+2x1,

taigi naudojame penkias monetas. Nesunku patikrinti, kad toks
sprendinys yra optimalus (patikrinkite).

Jei G = 15, tai godziuoju algoritmu graza sudarome taip
15=1x11+4x1,

t. y. vél naudojame penkias monetas.

Raimondas Ciegis Paskaita 2



Imkime monety rinkin;
Vi=25 Vo=11, V3=5 V,=1

Godziuoju algoritmu apskaiciuojame, kad 63 centy graza reikia
atiduoti taip
63=2x254+1x11+4+2x1,

taigi naudojame penkias monetas. Nesunku patikrinti, kad toks
sprendinys yra optimalus (patikrinkite).

Jei G = 15, tai godziuoju algoritmu graza sudarome taip
15=1x11+4x1,

t. y. vél naudojame penkias monetas.

Taciau egzistuoja ir geresnis sprendinys, kai klientui atiduome tris
penkiy centy monetas — 15 = 3 x 5.
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Diskretusis kuprinés uzpildymo uzdavinys

Turime n daikty, kuriy turiai yra v, vo, ..., v,, o kaina
p1, P2, - .., Pn. Reikia rasti tokj daikty rinkinj, kuris tilpty j V turio
kuprine, o daikty verté buty didziausia.
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Diskretusis kuprinés uzpildymo uzdavinys

Turime n daikty, kuriy turiai yra v, vo, ..., v,, o kaina
p1, P2, - .., Pn. Reikia rasti tokj daikty rinkinj, kuris tilpty j V turio
kuprine, o daikty verté buty didziausia.

Sprendziame optimizavimo uzdavinj:

max D(n1p1 +mp2+ ...+ NmPpm),

(n17~--unm)€
D = {n1v1 +nmve + ...+ npvy, <V, nj € (0, 1)}

Optimizavimo parametrai n; gali buti lygus tik vienetui arba nuliui.
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Pirmiausia apibréziame santykine kiekvieno daikto verte s; = p;/v;.
Visus daiktus rusiuojame Sios vertés mazéjimo tvarka, tarsime, kad

S1 >8> ...> 5.

Raimondas Ciegis Paskaita 2



Pirmiausia apibréziame santykine kiekvieno daikto verte s; = p;/v;.
Visus daiktus rusiuojame Sios vertés mazéjimo tvarka, tarsime, kad

S1 >8> ...> 5.

Godzioji strategija — kuprine stengiamés uzpildyti didziausios
santykinés vertés daiktais.

Juos jmame vieng po kito ir tikriname, ar daiktas dar telpa j
kuprine, jei ne — jmame kitg daikta.
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Turime asStuonis daiktus, kuriuos zymésime (vj, p;):

(25,50), (20,80), (20,50), (15,45),
(30,105), (35,35), (20,10), (10,45).
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Turime asStuonis daiktus, kuriuos zymésime (vj, p;):

(25,50), (20,80), (20,50), (15,45),
(30,105), (35,35), (20,10), (10,45).

Apskaiciuojame jy santykines vertes
S=1{2, 4, 25, 3, 35 1, 05, 45}
ir suruSiuojame daiktus verciy didéjimo tvarka

(10,45), (20,80), (30,105), (15,45),
(20,50), (25,50), (35,35), (20,10).
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Turime asStuonis daiktus, kuriuos zymésime (vj, p;):

(25,50), (20,80), (20,50), (15,45),
(30,105), (35,35), (20,10), (10,45).

Apskaiciuojame jy santykines vertes
S=1{2, 4, 25, 3, 35 1, 05, 45}
ir suruSiuojame daiktus verciy didéjimo tvarka
(10,45), (20,80), (30,105), (15,45),
(20,50), (25,50), (35,35), (20,10).

Imkime kuprine, kurios turis V' = 80. Naudodami godyjj algoritma j
ja jdedame pirmuosius keturis daiktus, jy bendras turis — 75, o verté
- 275.
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Tai néra geriausias sprendinys, nes, imdami pirmuosius tris ir
penktajj daiktus, uzpildome visa kuprine, o tokio krovinio verté —
280.
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Tai néra geriausias sprendinys, nes, imdami pirmuosius tris ir
penktajj daiktus, uzpildome visa kuprine, o tokio krovinio verté —
280.

Taigi Siam uzdaviniui godusis algoritmas yra tik euristika.
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