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Dinaminio programavimo metodas

Pavadinimas skamba gana sud
etingai, bet ²ie raktiniai ºodºiai
klaidina � metodo esm
e pakankamai paprasta ir juo remiantis
pavyksta sukonstruoti labai efektyvius algoritmus.

Aptarkime, kod
el variantu� perrinkimo algoritmai daºnai yra
neefektyv	us. Taip atsitinka ne tik tod
el, kad variantu� skai£ius yra
labai didelis, bet ir tod
el, kad skirtingu� variantu� yra daug maºiau
nei generuojame spr¦sdami uºdavini�. Tie patys variantai yra
tikrinami/perskai£iuojami daug kartu�.
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Prisiminkime rekursini� Fibona£io skai£iu� algoritm¡

F (n) = F (n − 1) + F (n − 2).

Paveiksle pavaizduota rekursinio algoritmo vykdymo eiga, kai
n = 20.

Fib(20)

Fib(19) Fib(18)

Fib(18) Fib(17) Fib(17) Fib(16)

Fib(17) Fib(16)

Variantai kartojasi, tod
el skai£iavimu� apimtis greitai did
eja.
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Toks Fibona£io skai£iu� radimo algoritmas atitinka princip¡
"i² vir²aus i� apa£i¡" � pradedame nuo didºiausio argumento F (n)
uºduoties ir j¡ skai£iuojame i²reik²dami per dvi maºesnio argumento
uºduotis.

Algoritmo vykdym¡ galime smarkiai pagreitinti pasitelkdami
tarpiniu� rezultatu� i²augojimo strategij¡. Ai²ku, tada turime naudoti
papildomus atminties resursus.

Kiekvien¡ kart¡, kai suskai£iuojame kuri¡ nors reik²m¦ F (m), j¡
i�simename ir kai, vykdant algoritm¡, kit¡ kart¡ tenka naudoti F (m)
reik²m¦, j¡ tiesiog skaitome i² saugyklos. Taigi kiekvienas uºdavinys
yra sprendºiamas tik vien¡ kart¡.

Per pratybas palyginkite abieju� algoritmo variantu� vykdymo laikus.
Taip pat realizuokite ir iteracini� algoritm¡, kuri� apib	udina principas
"i² apa£ios i� vir²u�".
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�io tr	ukumo neturi dinaminio programavimo metodas. Jis
taikytinas tada, kai tenkinamos tokios s¡lygos:
▶ Algoritmo vykdymo metu generuojamos uºduo£iu� aib
es

esmingai persidengia, tod
el daug kartu� sprendºiame tas pa£ias
uºduotis. Dinaminio programavimo metode i�simename jau
spr¦stu� uºduo£iu� sprendinius ir sprendºiame tik naujus
uºdavinius.

▶ Svarbiausia yra antroji, Belmano s¡lyg¡, kad optimalus viso
uºdavinio sprendinys yra sudarytas i² tokio pa£io tipo maºesniu�
uºduo£iu� optimaliu� sprendiniu�. �i¡ s¡lyg¡ uºra²ome
rekurentin
es lygyb
es forma, ji smarkiai sumaºina nagrin
ejamu�
variantu� skai£iu�.
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Skaldyk ir valdyk algoritme uºduotys generuojamos i² vir²aus i�
apa£i¡, t. y. pradinis uºdavinys skaidomas i� kelias maºesnes
uºduotis, kurios toliau dalijamos i� maºesnes.

Dinaminio programavimo metode uºdavini� pradedame spr¦sti nuo
maºiausiu� ir lengvai i²sprendºiamu� uºduo£iu�, ju� rezultatus
naudojame spr¦sdami didesnes uºduotis ir taip surandame viso
uºdavinio sprendini�.

Realizuodami dinaminio programavimo metod¡ nagrin
ejame tik
tuos variantus, kuriu� gali prireikti optimaliai strategijai sudaryti
(Belmano s¡lyga).
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Matricu� daugybos eili²kumas

Reikia sudauginti n matricu� A1A2 · · ·An, £ia Ai yra pi−1 × pi
dydºio matrica.

Matricu� daugyba sudaro pagrind¡ daugelio algoritmu�, kurie
naudojami kompiuterin
eje animacijoje, virtualios realyb
es
modeliuose, dizaine.

Nors galutinis rezultatas nepriklauso nuo matricu� dauginimo
tvarkos, atliekamu� veiksmu� skai£ius gali labai smarkiai skirtis.
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Priminsime, kad, daugindami n ×m ir m × k dydºio matricas AB
atliekame 2nmk aritmetiniu� veiksmu�.

Nagrin
ekime pavyzdi�, kai dauginame 10× 200, 200× 4 ir 4× 80
dydºio matricas A1A2A3.

�i¡ uºduoti� galime i�vykdyti dviem skirtingais b	udais:

1. (A1A2)A3, tada atliekame

2x10x200x4+ 2x10x4x80 = 16000+ 6400 = 22400

veiksmu�,

2. A1(A2A3), tada atliekame

2x200x4x80+ 2x10x200x80 = 128000+ 320000 = 448000

veiksmu�, t. y. antruoju b	udu atliekame dvide²imt kartu� daugiau
veiksmu�.
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Dabar ²i� uºdavini� spr¦sime dinaminio programavimo metodu.

Pirmiausia reikia rasti sprendinio optimalumo s¡lyg¡ ir i�sitikinti,
kad viso uºdavinio optimalu� sprendini� galime sudaryti naudodami
maºesniu� uºduo£iu� optimalius sprendinius.

Paºym
ekime maºesnio skai£iaus i² eil
es einan£iu� matricu� sandaugos
rezultat¡

Bi , j = AiAi+1 · · ·Aj .

Tai irgi matrica, jos dydis pi−1 × pj .

Tada optimali¡ sandaugos skai£iavimo tvark¡ apibr
eºiame lygybe

A1A2 · · ·An = B1, kBk+1, n.

Paskutiniame algoritmo ºingsnyje, daugindami matricas B1, k ir
Bk+1, n atliekame 2p0pkpn aritmetinius veiksmus.
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Prie² tai reik
ejo apskai£iuoti pa£ias matricas B1, k ir Bk+1, n, ²ias
sandaugas v
el skai£iuojame optimaliu b	udu.

Taigi parod
eme, kad n matricu� sandaugos optimalus skai£iavimas
suvedamas i� dvieju� trumpesniu� matricu� seku� sandaugos skai£iavimo
uºdavini�.

Sudarysime lygti�, apibr
eºian£i¡ optimalu� uºdavinio sprendini�.
Paºym
ekime m(i , j) aritmetiniu� veiksmu� ska£iu� optimaliu b	udu
dauginant matricas AiAi+1 · · ·Aj .
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Remiantis pateikta analize, egzistuoja toks k , kad ²iu� matricu�
sandaug¡ i²skaidome i� dvieju� matricu� Bi , k ir Bk+1, j , kurios irgi
skai£iuojamos optimaliu algoritmu, sandaug¡

m(i , j) = m(i , k) +m(k + 1, j) + 2pi−1pkpj .

Kadangi i² anksto neºinome, kuris k turi b	uti pasirinktas, tai
gauname variacin¦ rekuren£i¡j¡ lygti�

m(i , j) =

0, i = j ,

min
i≤k<j

(
m(i , k) +m(k + 1, j)+2pi−1pkpj

)
, i < j .

Kiekvienam elementui m(i , j) optimalaus indekso k reik²m¦
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Skai£ius m(1, n) ir apibr
eºia n matricu� A1A2 · · ·An daugybos
optimalaus algoritmo s¡naudas.
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Optimali ²e²iu� matricu� sandaugos tvarka.

Skai£iuokime ²e²iu� matricu� sandaug¡

A1A2A3A4A5A6,

kai ²iu� matricu� dydºiai yra tokie: 40× 50, 50× 20, 20× 4,
4× 15, 15× 25, 25× 35.

Vykdydami algoritm¡ paeiliui skai£iuojame matricu� M ir P
i�striºainiu� elementus. Paveiksle kiekvienos i�striºain
es laukelis
paºym
etas skirtinga spalva.
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a) matrica M b) matrica P

Matome, kad matricas reikia dauginti taip:(
A1(A2A3)

)(
(A4A5)A6

)
,

tada atliksime tik 45 200 aritmetinius veiksmus.
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Matrica M

Suskai£iuokime element¡ m(2, 4). Matricu� A2,A3,A4 dydºiai
50x20, 20x4, 4x15.

Imkime k = 2:

m(2, 2) +m(3, 4) + 2 · 50 · 20 · 15 = 0+ 2400+ 30000 = 32400,

kitas variantas k = 3:

m(2, 3) +m(4, 4) + 2 · 50 · 4 · 15 = 8000+ 0+ 6000 = 14000.

Maºiausia reik²m
e gaunama, kai k = 3, dauginimo tvarka
(A2A3)A4.
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Godieji algoritmai

Daºnai patenkame i� tokias situacijas, kai reikia priimti sprendim¡
"£ia ir dabar". �is pasirinkimas paveiks ir ateities rezultatus, pvz.
�rmos peln¡ ar kelion
es trukm¦. Bet i�vertinti visas ²io ºingsnio
pasekmes kitais algoritmais (skaldyk ir valdyk, dinaminio
programavimo ar pilnu variantu� perrinkimu) neturime galimybiu� (tai
uºtruktu� per daug ilgai).

Tokiu� uºdaviniu� sprendinio paie²k¡ daºniausiai i²skaidome i� n etapu�
ir kiekvienu ºingsniu renkam
es i² nedidelio baigtinio skai£iaus
variantu� m (perºi	urime tik maº¡ dali� visu� galimu� variantu�).
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Godieji algoritmai rekomenduoja rinktis lokaliai geriausi¡ variant¡
duotojo ºingsnio metu. Tada lokalaus pasirinkimo sud
etingumas �
m, o viso algoritmo sud
etingumas � tik nm veiksmu�.

Ai²ku, daºniausiai negalime garantuoti, jog, taip spr¦sdami
uºdavini�, radome globaliai geriausi¡ sprendini�. Tokie godieji
algoritmai yra euristikos, leidºian£ios labai spar£iai apskai£iuoti
tikslaus sprendinio artinius.

Visgi egzistuoja daug svarbiu� taikomu�ju� uºdaviniu�, kai godieji
algoritmai apibr
eºia tikslu� sprendini�. Tokius pavyzdºius nagrin
esime
spr¦sdami grafu� teorijos uºdavinius.

Raimondas �iegis Paskaita 2



Godieji algoritmai rekomenduoja rinktis lokaliai geriausi¡ variant¡
duotojo ºingsnio metu. Tada lokalaus pasirinkimo sud
etingumas �
m, o viso algoritmo sud
etingumas � tik nm veiksmu�.

Ai²ku, daºniausiai negalime garantuoti, jog, taip spr¦sdami
uºdavini�, radome globaliai geriausi¡ sprendini�. Tokie godieji
algoritmai yra euristikos, leidºian£ios labai spar£iai apskai£iuoti
tikslaus sprendinio artinius.

Visgi egzistuoja daug svarbiu� taikomu�ju� uºdaviniu�, kai godieji
algoritmai apibr
eºia tikslu� sprendini�. Tokius pavyzdºius nagrin
esime
spr¦sdami grafu� teorijos uºdavinius.

Raimondas �iegis Paskaita 2



Godieji algoritmai rekomenduoja rinktis lokaliai geriausi¡ variant¡
duotojo ºingsnio metu. Tada lokalaus pasirinkimo sud
etingumas �
m, o viso algoritmo sud
etingumas � tik nm veiksmu�.

Ai²ku, daºniausiai negalime garantuoti, jog, taip spr¦sdami
uºdavini�, radome globaliai geriausi¡ sprendini�. Tokie godieji
algoritmai yra euristikos, leidºian£ios labai spar£iai apskai£iuoti
tikslaus sprendinio artinius.

Visgi egzistuoja daug svarbiu� taikomu�ju� uºdaviniu�, kai godieji
algoritmai apibr
eºia tikslu� sprendini�. Tokius pavyzdºius nagrin
esime
spr¦sdami grafu� teorijos uºdavinius.

Raimondas �iegis Paskaita 2



Gr¡ºos atidavimo uºdavinys.

Automatas gr¡º¡ atiduoda monetomis, kuriu� nominalai

V1 > V2 > . . . > Vm.

G vert
es sum¡ reikia sudaryti taip, kad monetu� skai£ius b	utu�
maºiausias. Taigi sprendºiame uºdavini�:

min
(n1,...,nm)∈D

(n1 + n2 + . . .+ nm),

D = {n1V1 + n2V2 + . . .+ nmVm = G , nj ≥ 0}.
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Tarkime, kad Vm = 1, tada visada galime parinkti bent vien¡
monetu� kombinacij¡, kurios suma lygi G .

Godºiojo gr¡ºos atidavimo algoritmo id
eja labai paprasta:
pirmiausia stengiam
es gr¡º¡ atiduoti didºiausio nominalo
monetomis, tokiu� monetu� skai£ius n1 = ⌊G/V1⌋, paskui likusios
sumos G1 = G − n1V1 didºi¡j¡ dali� atiduome V2 nominalo
monetomis n2 = ⌊G1/V2⌋ ir t. t.

Jeigu kuriuo nors algoritmo ºingsniu Gj < Vj+1, tai Vj+1 nominalo
monetu� nenaudojame.
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Imkime monetu� rinkini�

V1 = 25, V2 = 11, V3 = 5, V4 = 1.

Godºiuoju algoritmu apskai£iuojame, kad 63 centu� gr¡º¡ reikia
atiduoti taip

63 = 2× 25+ 1× 11+ 2× 1,

taigi naudojame penkias monetas. Nesunku patikrinti, kad toks
sprendinys yra optimalus (patikrinkite).

Jei G = 15, tai godºiuoju algoritmu gr¡º¡ sudarome taip

15 = 1× 11+ 4× 1,

t. y. v
el naudojame penkias monetas.

Ta£iau egzistuoja ir geresnis sprendinys, kai klientui atiduome tris
penkiu� centu� monetas � 15 = 3× 5.
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Diskretusis kuprin
es uºpildymo uºdavinys

Turime n daiktu�, kuriu� t	uriai yra v1, v2, . . . , vn, o kaina
p1, p2, . . . , pn. Reikia rasti toki� daiktu� rinkini�, kuris tilptu� i� V t	urio
kuprin¦, o daiktu� vert
e b	utu� didºiausia.

Sprendºiame optimizavimo uºdavini�:

max
(n1,...,nm)∈D

(n1p1 + n2p2 + . . .+ nmpm),

D = {n1v1 + n2v2 + . . .+ nmvm ≤ V , nj ∈ (0, 1)}.

Optimizavimo parametrai nj gali b	uti lyg	us tik vienetui arba nuliui.
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Pirmiausia apibr
eºiame santykin¦ kiekvieno daikto vert¦ sj = pj/vj .
Visus daiktus r	u²iuojame ²ios vert
es maº
ejimo tvarka, tarsime, kad

s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sn.

Godºioji strategija � kuprin¦ stengiam
es uºpildyti didºiausios
santykin
es vert
es daiktais.

Juos i�mame vien¡ po kito ir tikriname, ar daiktas dar telpa i�
kuprin¦, jei ne � i�mame kit¡ daikt¡.
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Turime a²tuonis daiktus, kuriuos ºym
esime (vj , pj):

(25, 50), (20, 80), (20, 50), (15, 45),

(30, 105), (35, 35), (20, 10), (10, 45).

Apskai£iuojame ju� santykines vertes

S =
{
2, 4, 2.5, 3, 3.5, 1, 0.5, 4.5

}
ir sur	u²iuojame daiktus ver£iu� did
ejimo tvarka

(10, 45), (20, 80), (30, 105), (15, 45),

(20, 50), (25, 50), (35, 35), (20, 10).

Imkime kuprin¦, kurios t	uris V = 80. Naudodami godu�ji� algoritm¡ i�
j¡ i�dedame pirmuosius keturis daiktus, ju� bendras t	uris � 75, o vert
e
� 275.
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(10, 45), (20, 80), (30, 105), (15, 45),

(20, 50), (25, 50), (35, 35), (20, 10).

Tai n
era geriausias sprendinys, nes, imdami pirmuosius tris ir
penkt¡ji� daiktus, uºpildome vis¡ kuprin¦, o tokio krovinio vert
e �
280.

Taigi ²iam uºdaviniui godusis algoritmas yra tik euristika.
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Jau susipaºinome su pagrindiniais metodais, kurie padeda sudaryti
efektyvius algoritmus:
variantu� perrinkimas, rekursija, skaldyk ir valdyk,
dinaminis programavimas, godieji algoritmai.

Juos ir naudosime viso algoritmu� kurso metu, detaliai susipaºinsime
su ju� galimyb
emis.

Dabar panagrin
esime paprast¡, bet informatyvu� pavyzdi�, kurio
sprendimui galime sudaryti i�vairius algoritmus. Juos sukursime
imdami vien¡ ar kit¡ bendr¡ metod¡.
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Turime vienmati� masyv¡ A, kurio elementai A[i ], i = 1, . . . , n yra
teigiami sveikieji skai£iai.

Sakysime, kad elementas A[j ] apibr
eºia pik¡, jei

A[j − 1] ≤ A[j ], A[j ] ≥ A[j + 1], 1 < j < n.

Atitinkamai patiksliname apibr
eºim¡ masyvo galuose, pvz. A[1] yra
pikas, jei A[1] ≥ A[2] .

Taigi, elementas yra pikas, jeigu jo kaimynai yra nedidesni.
Matome, kad uºtenka patikrinti tik lokali¡ informacij¡.

M	usu� uºdavinys yra surasti kuri� nors pik¡. Ai²ku, turime b	uti tikri,
kad bent vienas toks elementas egzistuoja. Tai nesunku i�rodyti
(padarykite tai).
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Algoritmas 1. Panaudokime variantu� perrinkimo metod¡. Paie²k¡
prad
ekime nuo A[1] elemento, jeigu A[2] > A[1], tai A[1] n
era
pikinis elementas.

T¦skime paie²k¡ tikrindami, ar A[2] ≥ A[3]. Jeigu s¡lyga v
el
nei²pildyta, tai tikriname element¡ A[3] ir ²i� proces¡ kartojame tol,
kol surasime pik¡.

I�vertinsime tokio algoritmo sud
etingum¡. Tarkime, kad su vienoda
tikimybe kiekvienas elementas gali b	uti pirmuoju piku.

Tada blogiausiu atveju tur
esime patikrinti visus elementus
TB(n) = n, vidutiniu atveju sud
etingumo i�vertis yra pana²us
TV (n) =

1
2n.

Ar galima ²i� uºdavini� i²spr¦sti grei£iau?
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Algoritmas 2. Panaudokime skaldyk ir valdyk metod¡.
Paie²k¡ pradedame nuo vidurinio A[n/2] elemento. Jeigu

A[n/2− 1] ≤ A[n/2], A[n/2] ≥ A[n/2+ 1],

tai A[n/2] yra pikinis elementas. Uºteko atlikti du palyginimus.

Prie²ingu atveju renkam
es t¡ masyvo pus¦, kurios kryptimi nelygyb
e
buvo neteisinga. Jeigu turime dvi galimybes, tai pasirenkame, kuri¡
nors vien¡ i² ju�.

Taigi po pirmo algoritmo ºingsnio masyvo elementu� skai£ius
dvigubai sumaº
ejo. Pavyzdºiui dabar turime nagrin
eti elementus
A[i ], i = 1, . . . , n/2− 1.

V
el kartojame pagrindini� ºingsni�, kol surandame pikini� element¡.
�ia uºtenka prisiminti, kad jei masyve yra tik vienas elementas, tai
jis apibr
eºia pik¡.
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I�vertinsime naujojo algoritmo sud
etingum¡. Kadangi po kiekvieno
ºingsnio elementu� skai£ius sumaº
eja dvigubai, tai uºteks atlikti ne
daugiau nei log n ºingsnius. Taigi net ir blogiausio atvejo
sud
etingumas yra

TB(n) = 2 log n.

Imkime n = 1000000, tada log n = 20, matome, kad antrasis
algoritmas yra esmingai efektyvesnis.
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Dabar apibendrinkime uºdavini� ir nagrin
ekime dvimati� masyv¡
(matric¡) A, kurio dimensija mx n.

Masyvo piku vadinsime element¡ (i , j), kurio kaimynai eilut
eje ar
stulpelyje yra nedidesni uº ²i� element¡

A[i ][j ] ≥ A[i − 1][j ], A[i ][j ] ≥ A[i + 1][j ],

A[i ][j ] ≥ A[i ][j − 1], A[i ][j ] ≥ A[i ][j + 1].

Apibr
eºim¡ atitinkamai modi�kuojame pasienio ta²kuose.
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Algoritmas 1. Panaudokime godºi¡j¡ strategij¡. Pasirenkame bet
kuri� element¡ (i , j), nuo kurio pradedame paie²k¡.

Jeigu tai n
era pikas, tai pereiname kito elemento � didºiausios
reik²m
es kaimyno.

Toki� proces¡ t¦siame, kol surandame element¡ pik¡.

Tokiu algoritmu visada randame sprendini�. I�rodykite teigini� patys,
tai tikrai nesud
etingas pratimas.
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Panagrin
ekime pavyzdi�, kai piko paie²k¡ pradedame nuo elemento
12: 

13 11 9 22
14 13 12 10
15 9 11 17
16 17 19 21

 .

Tada algoritmo eiga bus tokia
13 11 9 22
14 13 12 10
15 9 11 17
16 17 19 21

 .

Algoritmo logika paprasta, bet vykdymo ka²tai (vidutiniu ir
blogiausiu atveju) yra proporcingi Θ(nm), t.y. tenka tikrinti
didºi¡j¡ dali� visu� elementu�.

Raimondas �iegis Paskaita 2



Panagrin
ekime pavyzdi�, kai piko paie²k¡ pradedame nuo elemento
12: 

13 11 9 22
14 13 12 10
15 9 11 17
16 17 19 21

 .

Tada algoritmo eiga bus tokia
13 11 9 22
14 13 12 10
15 9 11 17
16 17 19 21

 .

Algoritmo logika paprasta, bet vykdymo ka²tai (vidutiniu ir
blogiausiu atveju) yra proporcingi Θ(nm), t.y. tenka tikrinti
didºi¡j¡ dali� visu� elementu�.

Raimondas �iegis Paskaita 2



Panagrin
ekime pavyzdi�, kai piko paie²k¡ pradedame nuo elemento
12: 

13 11 9 22
14 13 12 10
15 9 11 17
16 17 19 21

 .

Tada algoritmo eiga bus tokia
13 11 9 22
14 13 12 10
15 9 11 17
16 17 19 21

 .

Algoritmo logika paprasta, bet vykdymo ka²tai (vidutiniu ir
blogiausiu atveju) yra proporcingi Θ(nm), t.y. tenka tikrinti
didºi¡j¡ dali� visu� elementu�.

Raimondas �iegis Paskaita 2



Algoritmas 2. Panaudokime Skaldyk ir valdyk strategij¡.

1. Pasirenkame vidurini� stulpeli� j= m/2.

2. �iame stulpelyje surandame maksimalu� element¡ (i , j).

3. Palyginame (i , j) su kaimynais (i , j − 1) ir (i , j + 1). Jeigu abu
kaimynai yra nedidesni, tai (i , j) yra pikas.

4. Prie²ingu atveju pasirenkame t¡ masyvo pus¦, kuri atitinka
didesni� element¡. Taigi stulpeliu� skai£ius sumaº
ejo dvigubai.
Naujame masyve v
el kartojame t¡ pati� algoritm¡.

Jeigu lieka vienintelis stulpelis, tai jo didºiausias elementas yra
pikas.
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Nesunku i�vertinti algoritmo sud
etingum¡ blogiausiu atveju, tai
atliekame nagrin
edami gautosios rekursijos ka²tus:

T (n,m) = T (n,m/2) + Θ(n)

= T (n,m/4) + 2Θ(n)

· · ·
= T (n, 1) + log(m)Θ(n)

= log(m)Θ(n).

Koki¡ algoritmo modi�kacij¡ rekomenduosite, jei m ≪ n ?
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