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AVL paieskos medis

Pagrindinis dvejetainio medzio trukumas yra tas, kad blogiausiu
atveju jis gali virsti tiesiniu sarasu. Tada duomeny jterpimo,
alinimo ir paieskos veiksmai tampa labai neefektyviais, jy
sudétingumas yra proporcingas medzio virsuniy skaiciui.
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AVL paieskos medis

Pagrindinis dvejetainio medzio trukumas yra tas, kad blogiausiu
atveju jis gali virsti tiesiniu sarasu. Tada duomeny jterpimo,
alinimo ir paieskos veiksmai tampa labai neefektyviais, jy
sudétingumas yra proporcingas medzio virsuniy skaiciui.

Nagrinésime sudétingesnes dvimaciy paieskos medziy strukturas, kai
visy pagrindiniy operacijy sudétingumas net ir blogiausiu atveju yra
O(log n) veiksmy (medyje saugome n elementy).
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Apibrézimas. AVL paieskos medis, tai i3 dalies subalansuotas
dvejetainis paieskos medis, kurio bet kurios virsunés kairiojo ir
desiniojo pomedziy auksciai gali skirtis ne daugiau nei vienetu.
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Apibrézimas. AVL paieskos medis, tai i3 dalies subalansuotas
dvejetainis paieskos medis, kurio bet kurios virsunés kairiojo ir
desiniojo pomedziy auksciai gali skirtis ne daugiau nei vienetu.

AVL medziy pavyzdziai yra pateikti paveiksle, prie kiekvienos
virsiinés nurodytas jos subalansuotumo faktorius. Sis faktorius gali
buti lygus —1,0 arba 1.

FIGURE: Dvejetainiai paieSkos medziai: a) AVL medis, b) tai néra AVL
medis, nes 17 virsunés kairiojo pomedzio aukstis yra lygus 2, o deSiniojo
pomedzio aukstis yra 0, taigi jy skirtumas yra -2.
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Realizuodami AVL paieskos medj modifikuojame dvejetainio medzio
elementa, jame papildomai saugome informacija apie virsinés
subalansuotumo faktoriy:

struct nodeAVL {
T data;
int key;
nodeAVL x left;
nodeAVL x right;
nodeAVL x p;

int balance;
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Labiausiai iSbalansuoto AVL medzio kiekvienos virsunés kairiojo
(arba desiniojo) pomedzio aukstis yra vienetu didesnis uz desiniojo
(atitinkamai, kairiojo) pomedzio aukstj. Tokio medzio Tj, schema
ir AVL medzio pavyzdys yra pateikti paveiksle.

T (A)

1A A
a)

FIGURE: Labiausiai isbalansuotas AVL paieskos medis: a) bendroji
medzio T} schema, b) AVL medzio pavyzdys, kai kairiojo pomedzio
aukstis visada didesnis uz deSiniojo pomedzio aukstj.
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Pazymékime N, labiausiai isSbalansuoto AVL medzio virSuniy
skai€iy. IS pateiktosios medzio schemos gauname lygt;

Np = Np_1+ Npo+1.

Papildomai suformuluojame dvi pradines salygas. Jas gauname i3
AVL medzio apibrézimo Ny =0, N = 1.
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Pazymékime N, labiausiai isSbalansuoto AVL medzio virSuniy
skai€iy. IS pateiktosios medzio schemos gauname lygt;

Np = Np_1+ Npo+1.

Papildomai suformuluojame dvi pradines salygas. Jas gauname i3
AVL medzio apibrézimo Ny =0, N = 1.

Tokia lygt) jau sutikote, kai skaiCiavote Fibonacio sekos narius.
AVL medzio auks€io priklausomybe nuo virsuniy skaiciaus
jvertiname nelygybe (g1 = (1 +/5)/2):

- log(N + 1)

hp(N) < log a1 = 1.4404 log N .

Net ir labiausiai nesubalansuoto AVL paieskos medzio aukstis tik
1.44 karto didesnis uz pilnai subalansuoto medzio aukstj.
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Duomeny jterpimas j AVL med;]

AVL yra ir paieskos medis, tai i$ pradziy nauja virSune jterpiame
naudodami dvejetainio paieskos medzio algoritma.
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Duomeny jterpimas j AVL med;]
AVL yra ir paieskos medis, tai i$ pradziy nauja virSune jterpiame
naudodami dvejetainio paieskos medzio algoritma.

Pazymekime virSuneés, j kurios pomed] jterpeme nauja elementa,
kairiojo ir desiniojo pomedziy auksCius iki jterpimo,
atitinkamai h; ir hg.
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Duomeny jterpimas j AVL med;]
AVL yra ir paieskos medis, tai i$ pradziy nauja virSune jterpiame
naudodami dvejetainio paieskos medzio algoritma.

Pazymekime virSuneés, j kurios pomed] jterpeme nauja elementa,
kairiojo ir desiniojo pomedziy auksCius iki jterpimo,

atitinkamai h; ir hg.

Tarkime, kad virsune jterpéme j kairjjj pomed;, tada po jterpimo jo
aukstis padidéja vienetu. ISskirsime tris atvejus:
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1. Iki jterpimo galiojo lygybe h; = hg, tada, jterpus nauja virSune,
pomedziy auksZiai skiriasi hy = hg + 1, bet AVL medzio
subalansuotumo savybe vis dar yra tenkinama.
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1. Iki jterpimo galiojo lygybe h; = hg, tada, jterpus nauja virSune,
pomedziy auksZiai skiriasi hy = hg + 1, bet AVL medzio
subalansuotumo savybe vis dar yra tenkinama.

2. ki jterpimo kairiojo pomedzZzio aukstis buvo mazesnis

h; = hg — 1, tada, jterpe nauja virsune, turime, kad h; = hg,
taigi abiejy pomedziy auksCiai tapo vienodi.
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h; = hg — 1, tada, jterpe nauja virsune, turime, kad h; = hg,
taigi abiejy pomedziy auksCiai tapo vienodi.

3. Iki jterpimo galiojo lygybé h; = hg + 1, po naujos virSunés
jterpimo h; = hgr + 2, taigi pazeista AVL medzio subalansuotumo
savybé.
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1. Iki jterpimo galiojo lygybe h; = hg, tada, jterpus nauja virSune,
pomedziy auksZiai skiriasi hy = hg + 1, bet AVL medzio
subalansuotumo savybe vis dar yra tenkinama.

2. ki jterpimo kairiojo pomedzZzio aukstis buvo mazesnis

h; = hg — 1, tada, jterpe nauja virsune, turime, kad h; = hg,
taigi abiejy pomedziy auksCiai tapo vienodi.

3. Iki jterpimo galiojo lygybé h; = hg + 1, po naujos virSunés
jterpimo h; = hgr + 2, taigi pazeista AVL medzio subalansuotumo
savybé.

Tada paieskos medj reikia papildomai pertvarkyti ir jj subalansuoti.
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F1cURE: Balansavimas atliekant vienguba pasukimg.
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F1GURE: Balansavimas dvigubu pasukimu.
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Jterpimo algoritmo bendroji schema

Po virsunés jterpimo Sia AVL medzio Saka vél einame visg kelig tik
dabar jau atvirkStine tvarka (naudojame rodykle j virsunés téva):
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Jterpimo algoritmo bendroji schema
Po virsunés jterpimo Sia AVL medzio Saka vél einame visg kelig tik
dabar jau atvirkStine tvarka (naudojame rodykle j virsunés téva):

1. Nagrinéjamos virsunés balansavimo faktorius lygus 0, tada jis
keiCiamas j (—1) arba 1, atsizvelgiant j tai, kuria medzio briauna j
ja ateiname. Taip einame j vir3y tol, kol pasiekiame medzio 3akn;.
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Jterpimo algoritmo bendroji schema
Po virsunés jterpimo Sia AVL medzio Saka vél einame visg kelig tik
dabar jau atvirkStine tvarka (naudojame rodykle j virsunés téva):

1. Nagrinéjamos virsunés balansavimo faktorius lygus 0, tada jis
keiCiamas j (—1) arba 1, atsizvelgiant j tai, kuria medzio briauna j
ja ateiname. Taip einame j vir3y tol, kol pasiekiame medzio 3akn;.

2. Nagrinéjamos virsunés balansavimo faktorius lygus -1 arba 1.
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Jterpimo algoritmo bendroji schema

Po virsunés jterpimo Sia AVL medzio Saka vél einame visg kelig tik
dabar jau atvirkStine tvarka (naudojame rodykle j virsunés téva):

1. Nagrinéjamos virsunés balansavimo faktorius lygus 0, tada jis
keiCiamas j (—1) arba 1, atsizvelgiant j tai, kuria medzio briauna j
ja ateiname. Taip einame j vir3y tol, kol pasiekiame medzio 3akn;.

2. Nagrinéjamos virsunés balansavimo faktorius lygus -1 arba 1.
2a. Jei j jg ateiname i$ trumpesniojo pomedzio, tai virsunés
balansavimo faktorius tampa 0, ir procediira baigiame.

2b. Jei j virSune ateiname i3 ilgesniojo pomedzio, tai atliekame
vieng i balansavimo veiksmy.

Kadangi po balansavimo kritinio pomedzio aukstis yra toks pat,
kaip ir iki naujos virsunés jterpimo, tai procedurs irgi baigiame.
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Piramidé

Susipazinsime su dar vienu dvejetainiu medziu — piramide arba
kriva (angl. heap ). Jai budingos Sios dvi pagrindinés savybés:

1. Piramidé yra pilnas, subalansuotas medis: pirmiausia
uzpildoma medzio Saknis, paskui pirmojo lygmens virsunes,
antrojo lygmens virsunés ir t. t. Kiekvieng lygmenj uzpildome
i§ kaires j deSine.
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Piramidé

Susipazinsime su dar vienu dvejetainiu medziu — piramide arba
kriva (angl. heap ). Jai budingos Sios dvi pagrindinés savybés:
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uzpildoma medzio Saknis, paskui pirmojo lygmens virsunes,
antrojo lygmens virsunés ir t. t. Kiekvieng lygmenj uzpildome
i§ kaires j deSine.

2. Medis yra sutvarkytas taip, kad kiekvienos virsunes vaikai yra
nedidesni uz pacia virsune.
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Piramidé

Susipazinsime su dar vienu dvejetainiu medziu — piramide arba
kriva (angl. heap ). Jai budingos Sios dvi pagrindinés savybés:

1. Piramidé yra pilnas, subalansuotas medis: pirmiausia
uzpildoma medzio Saknis, paskui pirmojo lygmens virsunes,
antrojo lygmens virsunés ir t. t. Kiekvieng lygmenj uzpildome
i§ kaires j deSine.

2. Medis yra sutvarkytas taip, kad kiekvienos virsunes vaikai yra
nedidesni uz pacia virsune.

I3 antrosios savybés seka isvada, kad piramidés Sakninéje virsunéje
saugomas didziausiasis aibés elementas.
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Kadangi piramidé yra pilnas dvejetainis medis, tai jos virsunes labai
patogu saugoti masyve.
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Kadangi piramidé yra pilnas dvejetainis medis, tai jos virsunes labai
patogu saugoti masyve.

Piramidés pavyzdys pavaizduotas paveiksle:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

|64|45|30|36|40|30|18|12|25|

FIGURE: Piramidés pavyzdys: a) dvejetainis medis, b) masyvas
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Kadangi piramidé yra pilnas dvejetainis medis, tai jos virsunes labai
patogu saugoti masyve.

Piramidés pavyzdys pavaizduotas paveiksle:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

|64|45|30|36|40|30|18|12|25|

FIGURE: Piramidés pavyzdys: a) dvejetainis medis, b) masyvas

Tada i-tosios virsunés a; vaikai yra masyvo elementai ay;, apjt1-
Lengvai randame kiekvienos piramidés virsunés a; téva: §i virSune
saugoma j = [i/2]-ajame masyvo elemente a;.

Raimondas Ciegis Paskaita 4B



Piramidés formavimas. Turime duomenis e1, e, . .., ey, i$ kuriy
reikia sudaryti piramide. Siuos elementus paeiliui talpiname j A
masyva.
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Piramidés formavimas. Turime duomenis e1, e, . .., ey, i$ kuriy
reikia sudaryti piramide. Siuos elementus paeiliui talpiname j A
masyva.

Visos dvejetainio medzio virsunés — lapai jau yra sutvarkyti.
Piramidés lapy indeksai kinta nuo (4 + 1) iki N.
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Piramidés formavimas. Turime duomenis e1, e, . .., ey, i$ kuriy
reikia sudaryti piramide. Siuos elementus paeiliui talpiname j A
masyva.

Visos dvejetainio medzio virsunés — lapai jau yra sutvarkyti.
Piramidés lapy indeksai kinta nuo (4 + 1) iki N.

Paskui paeiliui imame virsiines %, ..., 1 ir rekursyviai tikriname
piramidés sutvarkymo salyga. Jei ji pazeista, sukei€iame vietomis
Sig virsune su didziausiu jos vaiku.
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Piramidés formavimas. Turime duomenis e1, e, . .., ey, i$ kuriy
reikia sudaryti piramide. Siuos elementus paeiliui talpiname j A
masyva.

Visos dvejetainio medzio virsunés — lapai jau yra sutvarkyti.
Piramidés lapy indeksai kinta nuo (4 + 1) iki N.
Paskui paeiliui imame virsiines %, ..., 1 ir rekursyviai tikriname

piramidés sutvarkymo salyga. Jei ji pazeista, sukei€iame vietomis
Sig virsune su didziausiu jos vaiku.

Pratesiame duotosios virsunés vietos tikrinimg — tam ir naudojame
rekursija
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Piramidés formavimo algoritmas

MakeHeap ()

begin
(1) for (i=1;i<N;i++ ) do
(2) a; = €},
end do

(3) for (i=N/2;i>0;i--)do
(4) HeapDownOrder (i, N );
end do
end MakeHeap
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Funkcija realizuojame iteraciniu budu, nes visada tvarkome ne
daugiau kaip tik viena pomed;.

Taip pat labai svarbi savybe, kad pradedant nuo p-tosios virsunés
kiekvienos virsunés abu pomedziai tenkina piramides salygas.
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Funkcija realizuojame iteraciniu budu, nes visada tvarkome ne
daugiau kaip tik viena pomed;.

Taip pat labai svarbi savybe, kad pradedant nuo p-tosios virsunés
kiekvienos virsunés abu pomedziai tenkina piramides salygas.

HeapDownOrder ( p, N )
begin
(1) i=p; j=2i

(2) while (j<N)do

(3) k=];

(4) if ((j+1) < N) then

(5) if ( aj+1 > aj ) k = j+1;
(6) if ( aj < ag ) then

(7) swap (a;, a);

(8) i=k =2

(9) else

(10) j = N+1;

end HeapDownOrder
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I skaiciy masyvo A = (10, 37, 18, 13, 22, 14, 25, 10, 12, 28)
suformuosime piramide.

|10|37|18|13|22|14|25| 8 |12|28|

|10|37|18|13|22|14|25| 8 |12|28|

|10|37|18|13|28|14|25| 8 |12|22|

|10|37|18|13|28|14|25| 8 |12|22|

|10|37|25|13|28|14|18| 8 |12|22|

|10|37|25|13|28|14|18| 8 |12|22|

|37[28]25[13]2214[ 18] 8 [12]10]

F1GuRE: SkaiCiy masyvo pertvarkymas j piramidés struktura.
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Jvertinsime piramidés formavimo kastus.

Kadangi piramidé yra pilnas dvejetainis medis, tai jos aukstis ne
didesnis uz log N.

Todeél kiekvienos elementy tvarkymo operacijos metu jvykdome ne
daugiau kaip 2log N elementy lyginimo veiksmy ir log N elementy
sukeitimy. Taigi piramidés formavimo algoritmo sudétinguma

galime jvertinti i$ virsaus taip

1
L(N) < NlogN, S(N) < iNlogN.
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Atliksime tikslesne sudétingumo analize. Pirmame lygyje virs lapy
yra N /4 virsuniy ir su kiekviena i$ jy atliekame po vieng koregavimo
veiksma, kurio sudétingumga vertinsime konstanta c.

Antrame lygyje yra dvigubai maziau virsuniy bei atliekame po 2
koregavimo veiksmus. Tesiame procesa iki virsunés-Saknies, kurios
pertvarkymas gali pareikalauti log N koregavimo veiksmy.
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Atliksime tikslesne sudétingumo analize. Pirmame lygyje virs lapy
yra N /4 virsuniy ir su kiekviena i$ jy atliekame po vieng koregavimo
veiksma, kurio sudétingumga vertinsime konstanta c.

Antrame lygyje yra dvigubai maziau virsuniy bei atliekame po 2
koregavimo veiksmus. Tesiame procesa iki virsunés-Saknies, kurios
pertvarkymas gali pareikalauti log N koregavimo veiksmy.

Taigi bendri piramidés formavimo kastai yra (skliaustuose esanti
suma konverguoja, kai N — oo, pagal Dalambero pozymj):

_cN (/1 2 3 log N\
L("’)2<2+22+zs+“'+/\//2>9("’)'
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