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AVL paie²kos medis

Pagrindinis dvejetainio medºio tr	ukumas yra tas, kad blogiausiu
atveju jis gali virsti tiesiniu s¡ra²u. Tada duomenu� i�terpimo,
²alinimo ir paie²kos veiksmai tampa labai neefektyviais, ju�
sud
etingumas yra proporcingas medºio vir²	uniu� skai£iui.

Nagrin
esime sud
etingesnes dvima£iu� paie²kos medºiu� strukt	uras, kai
visu� pagrindiniu� operaciju� sud
etingumas net ir blogiausiu atveju yra
O(log n) veiksmu� (medyje saugome n elementu�).
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Apibr
eºimas. AVL paie²kos medis, tai i² dalies subalansuotas
dvejetainis paie²kos medis, kurio bet kurios vir²	un
es kairiojo ir
de²iniojo pomedºiu� auk²£iai gali skirtis ne daugiau nei vienetu.

AVL medºiu� pavyzdºiai yra pateikti paveiksle, prie kiekvienos
vir²	un
es nurodytas jos subalansuotumo faktorius. �is faktorius gali
b	uti lygus −1, 0 arba 1.
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Figure: Dvejetainiai paie²kos medºiai: a) AVL medis, b) tai n
era AVL
medis, nes 17 vir²	un
es kairiojo pomedºio auk²tis yra lygus 2, o de²iniojo
pomedºio auk²tis yra 0, taigi ju� skirtumas yra -2.
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Realizuodami AVL paie²kos medi� modi�kuojame dvejetainio medºio
element¡, jame papildomai saugome informacij¡ apie vir²	un
es
subalansuotumo faktoriu�:

struct nodeAVL {
T data;

int key ;

nodeAVL ∗ left;

nodeAVL ∗ right;

nodeAVL ∗ p;

int balance;

}
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Labiausiai i²balansuoto AVL medºio kiekvienos vir²	un
es kairiojo
(arba de²iniojo) pomedºio auk²tis yra vienetu didesnis uº de²iniojo
(atitinkamai, kairiojo) pomedºio auk²ti�. Tokio medºio Th schema
ir AVL medºio pavyzdys yra pateikti paveiksle.
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Figure: Labiausiai i²balansuotas AVL paie²kos medis: a) bendroji
medºio Th schema, b) AVL medºio pavyzdys, kai kairiojo pomedºio
auk²tis visada didesnis uº de²iniojo pomedºio auk²ti�.
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Paºym
ekime Nh labiausiai i²balansuoto AVL medºio vir²	uniu�
skai£iu�. I² pateiktosios medºio schemos gauname lygti�

Nh = Nh−1 + Nh−2 + 1 .

Papildomai suformuluojame dvi pradines s¡lygas. Jas gauname i²
AVL medºio apibr
eºimo N0 = 0, N1 = 1.

Toki¡ lygti� jau sutikote, kai skai£iavote Fibona£io sekos narius.

AVL medºio auk²£io priklausomyb¦ nuo vir²	uniu� skai£iaus
i�vertiname nelygybe (q1 = (1+

√
5)/2):

hb(N) ≤ log(N + 1)
log q1

= 1.4404 logN .

Net ir labiausiai nesubalansuoto AVL paie²kos medºio auk²tis tik
1.44 karto didesnis uº pilnai subalansuoto medºio auk²ti�.
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Duomenu� i�terpimas i� AVL medi�

AVL yra ir paie²kos medis, tai i² pradºiu� nauj¡ vir²	un¦ i�terpiame
naudodami dvejetainio paie²kos medºio algoritm¡.

Paºym
ekime vir²	un
es, i� kurios pomedi� i�terp
eme nauj¡ element¡,
kairiojo ir de²iniojo pomedºiu� auk²£ius iki i�terpimo,
atitinkamai hL ir hR .

Tarkime, kad vir²	un¦ i�terp
eme i� kairi�ji� pomedi�, tada po i�terpimo jo
auk²tis padid
eja vienetu. I²skirsime tris atvejus:
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1. Iki i�terpimo galiojo lygyb
e hL = hR , tada, i�terpus nauj¡ vir²	un¦,
pomedºiu� auk²£iai skiriasi hL = hR + 1, bet AVL medºio
subalansuotumo savyb
e vis dar yra tenkinama.

2. Iki i�terpimo kairiojo pomedºio auk²tis buvo maºesnis
hL = hR − 1, tada, i�terp¦ nauj¡ vir²	un¦, turime, kad hL = hR ,
taigi abieju� pomedºiu� auk²£iai tapo vienodi.

3. Iki i�terpimo galiojo lygyb
e hL = hR + 1, po naujos vir²	un
es
i�terpimo hL = hR + 2, taigi paºeista AVL medºio subalansuotumo
savyb
e.

Tada paie²kos medi� reikia papildomai pertvarkyti ir ji� subalansuoti.
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Figure: Balansavimas atliekant viengub¡ pasukim¡.
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Figure: Balansavimas dvigubu pasukimu.
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I�terpimo algoritmo bendroji schema

Po vir²	un
es i�terpimo ²ia AVL medºio ²aka v
el einame vis¡ keli¡ tik
dabar jau atvirk²tine tvarka (naudojame rodykl¦ i� vir²	un
es t
ev¡):

1. Nagrin
ejamos vir²	un
es balansavimo faktorius lygus 0, tada jis
kei£iamas i� (−1) arba 1, atsiºvelgiant i� tai, kuria medºio briauna i�
j¡ ateiname. Taip einame i� vir²u� tol, kol pasiekiame medºio ²akni�.

2. Nagrin
ejamos vir²	un
es balansavimo faktorius lygus -1 arba 1.

2a. Jei i� j¡ ateiname i² trumpesniojo pomedºio, tai vir²	un
es
balansavimo faktorius tampa 0, ir proced	ur¡ baigiame.

2b. Jei i� vir²	un¦ ateiname i² ilgesniojo pomedºio, tai atliekame
vien¡ i² balansavimo veiksmu�.

Kadangi po balansavimo kritinio pomedºio auk²tis yra toks pat,
kaip ir iki naujos vir²	un
es i�terpimo, tai proced	ur¡ irgi baigiame.
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Piramid
e

Susipaºinsime su dar vienu dvejetainiu medºiu � piramide arba
kr	uva (angl. heap ). Jai b	udingos ²ios dvi pagrindin
es savyb
es:

1. Piramid
e yra pilnas, subalansuotas medis: pirmiausia
uºpildoma medºio ²aknis, paskui pirmojo lygmens vir²	un
es,
antrojo lygmens vir²	un
es ir t. t. Kiekvien¡ lygmeni� uºpildome
i² kair
es i� de²in¦.

2. Medis yra sutvarkytas taip, kad kiekvienos vir²	un
es vaikai yra
nedidesni uº pa£i¡ vir²	un¦.

I² antrosios savyb
es seka i²vada, kad piramid
es ²aknin
eje vir²	un
eje
saugomas didºiausiasis aib
es elementas.
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Kadangi piramid
e yra pilnas dvejetainis medis, tai jos vir²	unes labai
patogu saugoti masyve.

Piramid
es pavyzdys pavaizduotas paveiksle:
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Figure: Piramid
es pavyzdys: a) dvejetainis medis, b) masyvas

Tada i-tosios vir²	un
es ai vaikai yra masyvo elementai a2i , a2i+1.
Lengvai randame kiekvienos piramid
es vir²	un
es ai t
ev¡: ²i vir²	un
e
saugoma j = ⌊i/2⌋-ajame masyvo elemente aj .
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es pavyzdys pavaizduotas paveiksle:

45

64

30

30

184036

12 25

1

2 3

4 5 6 7

8 9
64 45 30 36 40 30 18 12 25

1 2 3 4 5 6 7 8 9

a) b)

Figure: Piramid
es pavyzdys: a) dvejetainis medis, b) masyvas

Tada i-tosios vir²	un
es ai vaikai yra masyvo elementai a2i , a2i+1.
Lengvai randame kiekvienos piramid
es vir²	un
es ai t
ev¡: ²i vir²	un
e
saugoma j = ⌊i/2⌋-ajame masyvo elemente aj .
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Piramid
es formavimas. Turime duomenis e1, e2, . . . , eN , i² kuriu�
reikia sudaryti piramid¦. �iuos elementus paeiliui talpiname i� A
masyv¡.

Visos dvejetainio medºio vir²	un
es � lapai jau yra sutvarkyti.
Piramid
es lapu� indeksai kinta nuo (N2 + 1) iki N.

Paskui paeiliui imame vir²	unes N
2 , . . . , 1 ir rekursyviai tikriname

piramid
es sutvarkymo s¡lyg¡. Jei ji paºeista, sukei£iame vietomis
²i¡ vir²	un¦ su didºiausiu jos vaiku.

Prat¦siame duotosios vir²	un
es vietos tikrinim¡ � tam ir naudojame
rekursij¡
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Piramid
es formavimo algoritmas

MakeHeap ()
begin

(1) for ( i=1; i ⩽ N; i++ ) do
(2) ai = ei ;

end do

(3) for ( i=N/2; i > 0; i - - ) do
(4) HeapDownOrder ( i, N );

end do

end MakeHeap
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Funkcij¡ realizuojame iteraciniu b	udu, nes visada tvarkome ne
daugiau kaip tik vien¡ pomedi�.
Taip pat labai svarbi savyb
e, kad pradedant nuo p-tosios vir²	un
es
kiekvienos vir²	un
es abu pomedºiai tenkina piramid
es s¡lygas.

HeapDownOrder ( p, N )
begin

(1) i=p; j = 2i;
(2) while ( j ⩽ N ) do
(3) k = j;
(4) if

(
(j+1) ⩽ N

)
then

(5) if ( aj+1 > aj ) k = j+1;
(6) if ( ai < ak ) then
(7) swap (ai , ak);
(8) i = k; j= 2i;
(9) else

(10) j = N+1;
end HeapDownOrder
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I² skai£iu� masyvo A = (10, 37, 18, 13, 22, 14, 25, 10, 12, 28)
suformuosime piramid¦.

10 37 18 13 22 14 25 8 12 28

10 37 18 13 22 14 25 8 12 28

10 37 18 13 28 14 25 8 12 22

10 37 18 13 28 14 25 8 12 22

10 37 25 13 28 14 18 8 12 22

10 37 25 13 28 14 18 8 12 22

37 28 25 13 22 14 18 8 12 10

Figure: Skai£iu� masyvo pertvarkymas i� piramid
es strukt	ur¡.
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I�vertinsime piramid
es formavimo ka²tus.

Kadangi piramid
e yra pilnas dvejetainis medis, tai jos auk²tis ne
didesnis uº logN.

Tod
el kiekvienos elementu� tvarkymo operacijos metu i�vykdome ne
daugiau kaip 2 logN elementu� lyginimo veiksmu� ir logN elementu�
sukeitimu�. Taigi piramid
es formavimo algoritmo sud
etingum¡
galime i�vertinti i² vir²aus taip

L(N) ≤ N logN, S(N) ≤ 1
2
N logN .
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Atliksime tikslesn¦ sud
etingumo analiz¦. Pirmame lygyje vir² lapu�
yra N/4 vir²	uniu� ir su kiekviena i² ju� atliekame po vien¡ koregavimo
veiksm¡, kurio sud
etingum¡ vertinsime konstanta c .

Antrame lygyje yra dvigubai maºiau vir²	uniu� bei atliekame po 2
koregavimo veiksmus. T¦siame proces¡ iki vir²	un
es-²aknies, kurios
pertvarkymas gali pareikalauti logN koregavimo veiksmu�.

Taigi bendri piramid
es formavimo ka²tai yra (skliaustuose esanti
suma konverguoja, kai N → ∞, pagal Dalambero poºymi�):

L(N) =
cN

2

(
1
2
+

2
22

+
3
23

+ · · ·+ logN

N/2

)
= Θ(N).
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