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Dvejetainis medis

Pradedame nagrin
eti sud
etingesnes dinamines strukt	uras, kurios
apibr
eºia daugiama£ius s¡ry²ius.

Pateiksime nepriklausom¡ dvejetainio medºio apibr
eºim¡.

Tarkime, turime elementu� aib¦ D.

Dvejetainiu� medºiu� (angl. binary tree) aibei T priklauso:

▶ tu²£ioji aib
e;
▶ viena vir²	un
e a ∈ D;
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▶ visos aib
es, sudarytos i² vir²	un
es a ∈ D, sujungtos su r	u²iuota
pora (L,R), kur L ir R yra dvejetainiai medºiai (ºr.
a paveiksl¡).
Tada a vadinama medºio ²aknimi, o L ir R � medºio T
kairiuoju ir de²iniuoju pomedºiais.

a


L
 R


b


a


f


c


e
d


g


a) b)

Dvejetainio medºio pavyzdys pateiktas b paveiksle.
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Medºio vir²	unes ºym
esime vj ∈ V .

Jei vir²	un
e vj yra sujungta su kita vir²	une vk briauna
ejk = (vj , vk) ∈ E , tai vk vadinama vir²	un
es vj vaiku, o pati vj �
vir²	un
es vk t
evu.

Vir²	un
es, kurios neturi vaiku�, vadinamos lapais.

Medºio ²aknis yra nulinio lygmens vir²	un
e. Tada k-tojo lygmens
vir²	un
es vaiko lygmuo yra (k + 1)-tasis.

Medºio auk²tis yra lygus didºiausiam vir²	un
es lygmeniui.

Medºio briaunoms gali b	uti suteiktas svoris, toks medis vadinamas
svertiniu.
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Genealoginis medis

M


P


M


T


T
M
 T
 seneliai


proseneliai
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In�x aritmetin
es i²rai²kos uºra²ymas dvejetainiame medyje

Nagrin
ekime aritmetin¦ i²rai²k¡ (a− b ∗ c) ∗ (d + e/f ).

J¡ uºra²ome dvejetainiame medyje (nereikia naudoti skliaustu�)

-


*


d


+


*
a
 /


b
 c
 e
 f
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Pirmiausia apibr
eºiame vien¡ atskir¡ element¡ (angl. node), kuri�
sudaro informacin
e dalis T ir dvi rodykl
es, rodan£ios i� kit¡ element¡

struct node {
T data;

node ∗ left;

node ∗ right;

}

T


L
 R
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Sujungdami ²iuos elementus, sudarome dvejetaini� medi�.

a


c
b


d
 NULL


NULL
NULL


NULL
 NULL
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Visi²kai subalansuotas dvejetainis medis

Daugelio algoritmu�, realizuojan£iu� medºio veiksmus, sud
etingumas
priklauso nuo medºio auk²£io. Tod
el siekiame, kad did
ejant medºio
vir²	uniu� skai£iui, jo auk²tis did
etu� kuo l
e£iau.

Tada reikia derinti kiekvieno elemento kairiojo ir de²iniojo pomedºiu�
sudarym¡.

Dvejetainis medis, kurio kiekvieno elemento kairiojo ir de²iniojo
pomedºiu� elementu� skai£iai skiriasi ne daugiau kaip vienu,
vadinamas visi²kai subalansuotu medºiu.
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b


a


c


d


b


a


e


c


d


a) b)

Visi²kai subalansuoti medºiai: a) N = 4, b) N = 5
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Pateiksime algoritm¡, kuris perkelia duomenis i² masyvo ar
rinkmenos i� visi²kai subalansuot¡ dvejetaini� medi�. Tai rekursinis
algoritmas.

node ∗ balancedTree(int N){
if (N == 0) return (NULL);

nL = N/2; nR = N − nL− 1;

x = read();

node ∗ Node = new(node);

Node−> data = x ;

Node−> left = balancedTree(nL);

Node−> right = balancedTree(nR);

return (Node);

}
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Dvejetainio medºio vir²	uniu� ap
ejimo algoritmai

Susipaºinsime su trimis svarbiais dvejetainio medºio vir²	uniu�
aplankymo algoritmais. Visi jie rekursiniai, o skiriasi tik
pomedºiu� aplankymo tvarka.

Jei medyje saugome aritmetin¦ i²rai²k¡, tai ²iais algoritmais
randame tris pagrindines aritmetin
es i²rai²kos formas: pre�x,
in�x ir post�x, tod
el taip vadinsime ir atitinkamus medºio
ap
ejimo algoritmus.
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Pre�x algoritmas. Pirmiausia aplankome vir²	un¦-²akni�, paskui jos
kairi�ji� pomedi� ir v
eliausiai de²ini�ji� pomedi�.

preOrder (node* v)
begin

(1) if (v != NULL ) then
(2) P(v);
(3) preOrder(v->left);
(4) preOrder(v->right);

end if

end preOrder
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In�x algoritmas. Pirmiausia aplankome kairi�ji� pomedi�, paskui
vir²	un¦-²akni� ir v
eliausiai de²ini�ji� pomedi�

inOrder (node* v)
begin

(1) if (v != NULL ) then
(2) inOrder(v->left);
(3) P(v);
(4) inOrder(v->right);

end if

end inOrder
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Post�x algoritmas. Pirmiausia aplankome kairi�ji� pomedi�, paskui
de²ini�ji� pomedi� ir v
eliausiai vir²	un¦-²akni�.

postOrder (node* v)
begin

(1) if (v != NULL ) then
(2) postOrder(v->left);
(3) postOrder(v->right);
(4) P(v);

end if

end postOrder
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Pritaik¦ ²iuos algoritmus atspausdiname aritmetin
es i²rai²kos
(a− b ∗ c) ∗ (d + e/f ) tris skirtingas uºra²ymo formas:

-


*


d


+


*
a
 /


b
 c
 e
 f


▶ Pre�x forma: ∗ − a ∗ bc + d/ef ,
▶ In�x forma: a− b ∗ c ∗ d + e/f ,
▶ Post�x forma: abc ∗ −def /+ ∗.

Raimondas �iegis Paskaita 4



Pritaik¦ ²iuos algoritmus atspausdiname aritmetin
es i²rai²kos
(a− b ∗ c) ∗ (d + e/f ) tris skirtingas uºra²ymo formas:

-


*


d


+


*
a
 /


b
 c
 e
 f


▶ Pre�x forma: ∗ − a ∗ bc + d/ef ,

▶ In�x forma: a− b ∗ c ∗ d + e/f ,
▶ Post�x forma: abc ∗ −def /+ ∗.

Raimondas �iegis Paskaita 4



Pritaik¦ ²iuos algoritmus atspausdiname aritmetin
es i²rai²kos
(a− b ∗ c) ∗ (d + e/f ) tris skirtingas uºra²ymo formas:

-


*


d


+


*
a
 /


b
 c
 e
 f


▶ Pre�x forma: ∗ − a ∗ bc + d/ef ,
▶ In�x forma: a− b ∗ c ∗ d + e/f ,

▶ Post�x forma: abc ∗ −def /+ ∗.

Raimondas �iegis Paskaita 4



Pritaik¦ ²iuos algoritmus atspausdiname aritmetin
es i²rai²kos
(a− b ∗ c) ∗ (d + e/f ) tris skirtingas uºra²ymo formas:

-


*


d


+


*
a
 /


b
 c
 e
 f


▶ Pre�x forma: ∗ − a ∗ bc + d/ef ,
▶ In�x forma: a− b ∗ c ∗ d + e/f ,
▶ Post�x forma: abc ∗ −def /+ ∗.

Raimondas �iegis Paskaita 4



Dvejetainis paie²kos medis

Labai daºnai tenka informacij¡ saugoti, r	u²iuoti ir ie²koti.
Sprendºiant ²iuos uºdavinius, svarb	us yra paie²kos medºiai (angl.
binary search tree).

Tokio medºio kiekvienoje vir²	un
eje esantis elementas yra didesnis uº
kairiojo pomedºio elementus ir nedidesnis uº de²iniojo pomedºio
elementus.
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Naujos vir²	un
es i�terpimas.

Naujoji vir²	un
e turi b	uti i�terpta taip, kad, ir atlikus ²i� veiksm¡,
medis i²liktu� paie²kos medºiu.

Nebandome kontroliuoti medºio auk²£io, tai i�terpimo algoritme
surandame atitinkam¡ medºio ²ak¡ ir sukuriame nauj¡ vir²	un¦-lap¡.

Jei pradinis medis yra tu²£ias, tai ²i vir²	un
e tampa jo ²aknimi.
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insert (node* tree, node* v)
begin

(1) while ( tree != NULL ) do
(2) if ( v->data < tree->data ) then
(3) tree = tree->left;

else

(4) tree = tree->right;
end if

end do

(5) tree = v;
(6) v->left = NULL;
(7) v->right = NULL;

end insert;

Pavyzdys: sudarykite paie²kos medi�, kai turime duomenu� sek¡:

6, 9, 3, 5, 11, 4, 8, 2, 7.
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Vir²	un
es paie²kos algoritmas

node* �nd (node* tree, T inf)
begin

(1) while ( tree != NULL && tree->data != inf ) do
(2) if ( tree->data < inf ) then
(3) tree = tree->right;

else

(4) tree = tree->left;
end if

end do

(5) return tree;
end �nd

Jei tokio elemento medyje n
era, tai proced	ura gr¡ºina nuorod¡ i�
tu²£i¡ vir²	un¦ (NULL nuorod¡).

Raimondas �iegis Paskaita 4



Vir²	un
es paie²kos algoritmas

node* �nd (node* tree, T inf)
begin

(1) while ( tree != NULL && tree->data != inf ) do
(2) if ( tree->data < inf ) then
(3) tree = tree->right;

else

(4) tree = tree->left;
end if

end do

(5) return tree;
end �nd

Jei tokio elemento medyje n
era, tai proced	ura gr¡ºina nuorod¡ i�
tu²£i¡ vir²	un¦ (NULL nuorod¡).

Raimondas �iegis Paskaita 4



3


6


8


9


5
2


4
 7


11


Vir²	un
es, kurioje saugomas skai£ius 7, paie²kos kelias.
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Vir²	un
es ²alinimas

Pa²alinti vir²	un¦ i² paie²kos medºio yra sud
etingiau � reikia
garantuoti, kad ir atlikus ²i� veiksm¡ tur
esime dvejetaini� pie²kos
medi�.

Panagrin
esime tik pavyzdºius, algoritmai yra apra²yti vadov
eliuose,
ju� detales gal
esite i²nagrin
eti savaranki²kai, kai spr¦sdami
taikomuosius uºdavinius naudosite ²i¡ duomenu� strukt	ur¡.
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Imkime dvejetaini� pie²kos medi� ir i² jo pa²alinkime vir²	un¦�lap¡ 1.
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I² gautojo dvejetainio medºio pa²alinkime vir²	un¦, kuri turi tik vien¡
vaik¡ � 6.
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I² to pa£io dvejetainio medºio pa²alinkime vir²	un¦ 11.
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Paie²kos algoritmo sud
etingumas

Kiek uºtruks informacijos paie²ka dvejetainio medºio duomenu�
strukt	uroje?

Bazine algoritmo operacija laikome dvieju� raktu� palyginim¡.

Elemento paie²kos sud
etingumas priklauso nuo dvejetainio medºio
auk²£io.

Ai²ku, kad bet kuriam elementu� i²sid
estymui geriausio atvejo
sud
etingumas yra lygus vienetui � ie²komasis elementas yra
saugomas medºio ²aknyje.
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Palankiausias variantas, kai informacija yra saugoma idealiai
subalansuotame paie²kos medyje.
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a) b)

Idealiai subalansuoti dvejetainiai paie²kos medºiai: a) skai£iu� aib
e
{3, 5, 7, 8, 9, 10}, b) raidºiu� aib
e {a, b, c , d , e, f , g}
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Jeigu saugome N elementu�, tai subalansuoto medºio auk²tis yra
H = log(N + 1)− 1.

Taigi net ir blogiausio atvejo paie²kos sud
etingumas yra

Wb = log(N + 1).

Daºniausiai svarbu ºinoti vidutini� (tik
etin¡ji�) paie²kos algoritmo
sud
etingum¡, kai vienodai daºnai tikrinami visi N elementai.
Gauname toki� i�verti�

Wv =
1
N

H∑
i=0

2i (i + 1) = logN +O(1).
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Nepalankiausiu atveju dvejetainis paie²kos medis i²sigimsta i� tiesini�
s¡ra²¡. Taip bus, kai duomenis skaitome i² rinkmenos rakto
did
ejimo ar maº
ejimo tvarka.

Tokiame paie²kos medyje vidutinis paie²kos algoritmo sud
etingumas
yra

Wv =
1
N

N∑
i=1

i =
(N + 1)

2
=

N

2
+O(1) .

Blogiausiojo atvejo sud
etingumas Wb = N.
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I² viso galime sudaryti N! skirtingu� paie²kos medºiu�. Tai milºini²kas
skai£ius, net kai turime nedaug elementu�, pvz., N = 20, nes
remiantis Stirlingo formule

20! ⩾
√
40π

(
20
e

)20

> 2 · 1018 .

Paºym
ekime aN paie²kos algoritmo vidutini� sud
etingum¡, kai
nagrin
ejame visus galimus paie²kos medºius ir kai vienodai daºnai
tikrinami visi N medºio elementai.

�iame pavyzdyje puikiai matysime teorin
es analiz
es galimybes.
Atlik¦ pakankamai paprastus veiksmus, gal
esime i�vertinti ²io
milºini²ko variantu� skai£iaus vidutini� sud
etingum¡.
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Nesunku i�rodyti, kad teisinga tokia rekurentin
e lygtis

aN = 1+
2
N2

N−1∑
j=1

j aj , a1 = 1.

�inant ²i¡ lygti�, galime skai£iuoti paie²kos algortmo vidutini�
sud
etingum¡ net ir labai dideliam elementu� skai£iui N.

Jeigu prat¦sime teorin¦ analiz¦, tai galime sprendini� uºra²yti ir
analizine forma.

Apibr
eºkime harmonin
es eilut
es dalin
es sumos funkcij¡

HN = 1+
1
2
+

1
3
+ · · ·+ 1

N
.

Tada nesunku patikrinti, kad lygties sprendinys yra uºra²omas taip:

aN = 2
N + 1
N

HN − 3 .
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Atsiºvelg¦ i� tai, kad HN = lnN + γ +O
(

1
N2

)
, gauname, kad

paie²kos algoritmo vidutinis sud
etingumas yra

aN = 2 lnN +O(1) .

Priminsime, kad idealiai subalansuoto paie²kos medºio atveju
Wv = logN. Kadangi

2 lnN
logN

= 2 ln 2 = 1.386,

tai vidutinis paie²kos algoritmo sud
etingumas dvejetainiame
paie²kos medyje yra tik 1.386 karto didesnis nei idealiai
subalansuotame medyje.
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