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Dvejetainis medis

Pradedame nagrinéti sudétingesnes dinamines strukturas, kurios
apibrézia daugiamacius sarysius.
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Dvejetainis medis

Pradedame nagrinéti sudétingesnes dinamines strukturas, kurios
apibrézia daugiamacius sarysius.

Pateiksime nepriklausoma dvejetainio medzio apibrézima.
Tarkime, turime elementy aibe D.

Dvejetainiy medziy (angl. binary tree) aibei T priklauso:
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Dvejetainis medis

Pradedame nagrinéti sudétingesnes dinamines strukturas, kurios
apibrézia daugiamacius sarysius.

Pateiksime nepriklausoma dvejetainio medzio apibrézima.
Tarkime, turime elementy aibe D.

Dvejetainiy medziy (angl. binary tree) aibei T priklauso:

> tusCioji aibg;

» viena virsuné a € D;
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> visos aibés, sudarytos i§ virsunés a € D, sujungtos su rusiuota
pora (L, R), kur L ir R yra dvejetainiai medziai (zr.
a paveiksla).
Tada a vadinama medzio $aknimi, o L ir R — medZio T
kairiuoju ir deiniuoju pomedziais.

Dvejetainio medzio pavyzdys pateiktas b paveiksle.
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Medzio virsunes Zymésime v; € V.
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Medzio virsunes Zymésime v; € V.

Jei virsiiné v; yra sujungta su kita viriine v briauna
ejk = (vj, vi) € E, tai vy vadinama virstinés v; vaiku, o pati v; —

virsunes vy tevu.
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Medzio virsunes Zymésime v; € V.

Jei virsiiné v; yra sujungta su kita viriine v briauna
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Virsiinés, kurios neturi vaiky, vadinamos lapais.
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Medzio virsunes Zymésime v; € V.

Jei virsiiné v; yra sujungta su kita viriine v briauna

ejk = (vj, vi) € E, tai vy vadinama virstinés v; vaiku, o pati v; —
virsunes vy tevu.

Virsiinés, kurios neturi vaiky, vadinamos lapais.

Medzio saknis yra nulinio lygmens virsuné. Tada k-tojo lygmens
virsunés vaiko lygmuo yra (k + 1)-tasis.
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Medzio virsunes Zymésime v; € V.

Jei virsiiné v; yra sujungta su kita viriine v briauna
ejk = (vj, vi) € E, tai vy vadinama virstinés v; vaiku, o pati v; —
virsunes vy tevu.

Virsiinés, kurios neturi vaiky, vadinamos lapais.
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virsunés vaiko lygmuo yra (k + 1)-tasis.

Medzio aukstis yra lygus didziausiam virSunés lygmeniui.

Raimondas Ciegis Paskaita 4



Medzio virsunes Zymésime v; € V.

Jei virsiiné v; yra sujungta su kita viriine v briauna
ejk = (vj, vi) € E, tai vy vadinama virstinés v; vaiku, o pati v; —
virsunes vy tevu.

Virsiinés, kurios neturi vaiky, vadinamos lapais.

Medzio saknis yra nulinio lygmens virsuné. Tada k-tojo lygmens
virsunés vaiko lygmuo yra (k + 1)-tasis.

Medzio aukstis yra lygus didziausiam virSunés lygmeniui.

Medzio briaunoms gali buti suteiktas svoris, toks medis vadinamas
svertiniu.
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Genealoginis medis

(P)
(W) (T
@ o @ o seneliai

[ proseneliai ]
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Infix aritmetinés iSraiskos uzrasymas dvejetainiame medyje

Nagrinékime aritmetine i3raiska (a — b c) = (d + e/f).
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Infix aritmetinés iSraiskos uzrasymas dvejetainiame medyje

Nagrinékime aritmetine i3raiska (a — b c) = (d + e/f).

Ja uzrasome dvejetainiame medyje (nereikia naudoti skliausty)

()
() (+)
@ O @ A
® © e O
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Pirmiausia apibréziame viena atskira elementa (angl. node), kurj
sudaro informaciné dalis T ir dvi rodyklés, rodancios j kita elementa

struct node {
T data;
node * left;

node * right;
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Pirmiausia apibréziame viena atskira elementa (angl. node), kurj
sudaro informaciné dalis T ir dvi rodyklés, rodancios j kita elementa

struct node {
T data;
node * left;

node * right;
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Sujungdami Siuos elementus, sudarome dvejetainj med;.

b
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Visiskai subalansuotas dvejetainis medis

Daugelio algoritmy, realizuojanciy medzio veiksmus, sudétingumas
priklauso nuo medzio auksCio. Todél siekiame, kad didéjant medzio
virsuniy skaiciui, jo aukstis didéty kuo léCiau.
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Tada reikia derinti kiekvieno elemento kairiojo ir desiniojo pomedziy
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Visiskai subalansuotas dvejetainis medis

Daugelio algoritmy, realizuojanciy medzio veiksmus, sudétingumas
priklauso nuo medzio auksCio. Todél siekiame, kad didéjant medzio
virsuniy skaiciui, jo aukstis didéty kuo léCiau.

Tada reikia derinti kiekvieno elemento kairiojo ir desiniojo pomedziy
sudaryma.

Dvejetainis medis, kurio kiekvieno elemento kairiojo ir desiniojo
pomedziy elementy skaiciai skiriasi ne daugiau kaip vienu,
vadinamas visiskai subalansuotu medziu.
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®  © (b)

O O

a)

Visiskai subalansuoti medziai: a) N = 4,
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Pateiksime algoritma, kuris perkelia duomenis i§ masyvo ar
rinkmenos j visiskai subalansuota dvejetainj medj. Tai rekursinis
algoritmas.

node x balancedTree(int N){
if (N ==0) return (NULL);
nL=N/2; nR=N—nlL—-1;
x = read();
node x Node = new(node);
Node—> data = x;
Node—> left = balanced Tree(nL);
Node—> right = balanced Tree(nR);
return (Node);
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Dvejetainio medzio virSuniy apéjimo algoritmai

Susipazinsime su trimis svarbiais dvejetainio medzio virsuniy
aplankymo algoritmais. Visi jie rekursiniai, o skiriasi tik
pomedziy aplankymo tvarka.
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Dvejetainio medzio virSuniy apéjimo algoritmai

Susipazinsime su trimis svarbiais dvejetainio medzio virsuniy
aplankymo algoritmais. Visi jie rekursiniai, o skiriasi tik
pomedziy aplankymo tvarka.

Jei medyje saugome aritmeting iSraiska, tai Siais algoritmais
randame tris pagrindines aritmetinés iSraiskos formas: prefix,
infix ir postfix, todél taip vadinsime ir atitinkamus medzio
apéjimo algoritmus.
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Prefix algoritmas. Pirmiausia aplankome virdune-3aknj, paskui jos
kairjjj pomed;] ir véliausiai desinjjj pomed,.

preOrder (node* v)
begin
(1) if (v'!= NULL ) then
(2)  P(v);
(3) preOrder(v->left);
(4) preOrder(v->right);
end if
end preOrder
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Infix algoritmas. Pirmiausia aplankome kairjjj pomedj, paskui
virSune-8aknj ir véliausiai desinjjj pomed)
inOrder (node* v)
begin
(1) if (v'!= NULL ) then

(2) inOrder(v->left);
(3)  P(v);
(4) inOrder(v->right);
end if
end inOrder
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Postfix algoritmas. Pirmiausia aplankome kairjjj pomedj, paskui
desinjj; pomed; ir véliausiai virsune-Saknj.

postOrder (node* v)

begin
(1) if (v!=NULL ) then
(2) postOrder(v->left);
(3) postOrder(v->right);
(4)  P(v);

end if
end postOrder
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Pritaike Siuos algoritmus atspausdiname aritmetinés israiskos
(a— bx*c)x(d -+ e/f) tris skirtingas uzraSymo formas:

@ Q @ 1
® © & O
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Pritaike Siuos algoritmus atspausdiname aritmetinés israiskos
(a— bx*c)x(d -+ e/f) tris skirtingas uzraSymo formas:

@
(=) (+)
@ Q @ 1
® © & O

» Prefix forma: % — ax bc + d/ef,
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Pritaike Siuos algoritmus atspausdiname aritmetinés israiskos
(a— bx*c)x(d -+ e/f) tris skirtingas uzraSymo formas:

@
(=) (+)
@ Q @ 1
® © & O

» Prefix forma: % — ax bc + d/ef,
» Infix forma: a—bxcxd+e/f,
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Pritaike Siuos algoritmus atspausdiname aritmetinés israiskos
(a— bx*c)x(d -+ e/f) tris skirtingas uzraSymo formas:

@
(=) (+)
@ Q @ 1
® © & O

» Prefix forma: % — ax bc + d/ef,
» Infix forma: a—bxcxd+e/f,
» Postfix forma: abc x —def | + .
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Dvejetainis paieskos medis
Labai daznai tenka informacija saugoti, risiuoti ir ieskoti.

Sprendziant Siuos uZdavinius, svarbus yra paieskos medziai (angl.
binary search tree).

Raimondas Ciegis Paskaita 4



Dvejetainis paieskos medis

Labai daznai tenka informacija saugoti, risiuoti ir ieskoti.
Sprendziant Siuos uZdavinius, svarbus yra paieskos medziai (angl.
binary search tree).

Tokio medzio kiekvienoje virsunéje esantis elementas yra didesnis uz
kairiojo pomedzio elementus ir nedidesnis uz desiniojo pomedzio
elementus.
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Dvejetainis paieskos medis

Labai daznai tenka informacija saugoti, risiuoti ir ieskoti.
Sprendziant Siuos uZdavinius, svarbus yra paieskos medziai (angl.
binary search tree).

Tokio medzio kiekvienoje virsunéje esantis elementas yra didesnis uz
kairiojo pomedzio elementus ir nedidesnis uz desiniojo pomedzio
elementus.

(8)
(3) (9)
@ ® (& O
®» @
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Naujos virSuneés jterpimas.

Naujoji virsuné turi buti jterpta taip, kad, ir atlikus §j veiksma,
medis islikty paieskos medziu.
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Naujos virSuneés jterpimas.

Naujoji virsuné turi buti jterpta taip, kad, ir atlikus §j veiksma,
medis islikty paieskos medziu.

Nebandome kontroliuoti medzio auksCio, tai jterpimo algoritme
surandame atitinkama medzio 3aka ir sukuriame nauja virSune-lapa.
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Naujos virSuneés jterpimas.
Naujoji virsuné turi buti jterpta taip, kad, ir atlikus §j veiksma,
medis islikty paieskos medziu.

Nebandome kontroliuoti medzio auksCio, tai jterpimo algoritme
surandame atitinkama medzio 3aka ir sukuriame nauja virSune-lapa.

Jei pradinis medis yra tusCias, tai §i virsuné tampa jo Saknimi.
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insert (node* tree, node* v)

begin
(1) while ( tree I= NULL ) do
(2) if ( v->data < tree->data ) then
(3) tree = tree->left;
else
(4) tree = tree->right;
end if
end do
(5) tree =v;

(6) v->left = NULL;
(7) v->right = NULL;
end insert;
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insert (node* tree, node* v)

begin
(1) while ( tree I= NULL ) do
(2) if ( v->data < tree->data ) then
(3) tree = tree->left;
else
(4) tree = tree->right;
end if
end do
(5) tree =v;
(6) v->left = NULL;

(7) v->right = NULL;
end insert;

Pavyzdys: sudarykite paieskos medj, kai turime duomeny seka:

6,9,3,5 11,4, 8,2, 7.
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Virsuneés paieskos algoritmas

node* find (node* tree, T inf)

begin
(1) while ( tree = NULL && tree->data !=inf ) do
(2) if ( tree->data < inf ) then
(3) tree = tree->right;
else
(4) tree = tree->left;
end if
end do
(5) return tree;
end find
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Virsuneés paieskos algoritmas

node* find (node* tree, T inf)

begin
(1) while ( tree = NULL && tree->data !=inf ) do
(2) if ( tree->data < inf ) then
(3) tree = tree->right;
else
(4) tree = tree->left;
end if
end do
(5) return tree;
end find

Jei tokio elemento medyje néra, tai procedura grazina nuorodg }
tusCia virsune (NULL nuoroda).
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(&)
(3) (9)
@ ® ® O
@®» @

Virsunes, kurioje saugomas skaiCius 7, paieskos kelias.
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Virsunés 3salinimas
Pasalinti virsune i3 paieskos medzio yra sudétingiau — reikia

garantuoti, kad ir atlikus §j veiksma turésime dvejetainj pieskos
med;.
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Virdunés salinimas

Pasalinti virsune i3 paieskos medzio yra sudétingiau — reikia
garantuoti, kad ir atlikus §j veiksma turésime dvejetainj pieskos
med;.

Panagrinésime tik pavyzdzius, algoritmai yra aprasyti vadovéliuose,
Juy detales galésite iSnagrineti savarankiskai, kai spresdami
taikomuosius uzdavinius naudosite Sig duomeny struktura.
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Imkime dvejetainj pieskos medj ir i$ jo pasalinkime virsune—lapa 1.
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I gautojo dvejetainio medzio pasalinkime virsune, kuri turi tik vieng
vaika — 6.

Raimondas Ciegis Paskaita 4



I3 to pacio dvejetainio medzio pasalinkime virsune 11.
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Paieskos algoritmo sudétingumas

Kiek uztruks informacijos paieska dvejetainio medzio duomeny
strukturoje?
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Paieskos algoritmo sudétingumas

Kiek uztruks informacijos paieska dvejetainio medzio duomeny
strukturoje?

Bazine algoritmo operacija laikome dviejy rakty palyginima.
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Paieskos algoritmo sudétingumas
Kiek uztruks informacijos paieska dvejetainio medzio duomeny
strukturoje?
Bazine algoritmo operacija laikome dviejy rakty palyginima.

Elemento paieskos sudétingumas priklauso nuo dvejetainio medzio
aukscio.

Aisku, kad bet kuriam elementy iSsidéstymui geriausio atvejo
sudétingumas yra lygus vienetui — ieskomasis elementas yra
saugomas medzio Saknyje.

Raimondas Ciegis Paskaita 4



Palankiausias variantas, kai informacija yra saugoma idealiai
subalansuotame paieskos medyje.
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Palankiausias variantas, kai informacija yra saugoma idealiai
subalansuotame paieskos medyje.

(8) (d)
(5) (19 (b) (1)

ONONO @ © © @
a) b)

Idealiai subalansuoti dvejetainiai paieskos medziai: a) skaiciy aibé
{3,5,7,8,9,10}, b) raidziy aibé {a, b,c,d, e, f, g}
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Jeigu saugome N elementy, tai subalansuoto medzio aukstis yra
H =log(N +1) — 1.
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Jeigu saugome N elementy, tai subalansuoto medzio aukstis yra
H =log(N +1) — 1.

Taigi net ir blogiausio atvejo paieskos sudétingumas yra

Wp = log(N + 1).
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Jeigu saugome N elementy, tai subalansuoto medzio aukstis yra
H =log(N +1) — 1.

Taigi net ir blogiausio atvejo paieskos sudétingumas yra

Wp = log(N + 1).

Dazniausiai svarbu Zinoti vidutinj (tikétinajj) paieskos algoritmo
sudétinguma, kai vienodai daznai tikrinami visi N elementai.
Gauname tokj jvert;

1

H
W, = 5 2/(i+1) =log N+ O(1).

i=0

=
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Nepalankiausiu atveju dvejetainis paieskos medis iSsigimsta j tiesin]
sarasa. Taip bus, kai duomenis skaitome i3 rinkmenos rakto
didéjimo ar mazéjimo tvarka.
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Nepalankiausiu atveju dvejetainis paieskos medis iSsigimsta j tiesin]
sarasa. Taip bus, kai duomenis skaitome i3 rinkmenos rakto
didéjimo ar mazéjimo tvarka.

Tokiame paieskos medyje vidutinis paieskos algoritmo sudétingumas

yra

2 2

=

N
W= =3 = WD N o)
i=1
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Nepalankiausiu atveju dvejetainis paieskos medis iSsigimsta j tiesin]
sarasa. Taip bus, kai duomenis skaitome i3 rinkmenos rakto
didéjimo ar mazéjimo tvarka.

Tokiame paieskos medyje vidutinis paieskos algoritmo sudétingumas

yra

2 2

=

N
W= =3 = WD N o)
i=1

Blogiausiojo atvejo sudétingumas W, = N.
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I$ viso galime sudaryti N! skirtingy paieskos medziy. Tai milziniskas
skaiius, net kai turime nedaug elementy, pvz., N = 20, nes
remiantis Stirlingo formule

20 20
20! > V40r (e) >2.10%% .
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I$ viso galime sudaryti N! skirtingy paieskos medziy. Tai milziniskas
skaiius, net kai turime nedaug elementy, pvz., N = 20, nes
remiantis Stirlingo formule

20 20
20! > V40r <e> >2.10%% .

Pazymekime ap paieskos algoritmo vidutinj sudétinguma, kai
nagrinéjame visus galimus paieskos medzius ir kai vienodai daznai
tikrinami visi N medzio elementai.
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I$ viso galime sudaryti N! skirtingy paieskos medziy. Tai milziniskas
skaiius, net kai turime nedaug elementy, pvz., N = 20, nes
remiantis Stirlingo formule

20 20
20! > V40r <e> >2.10%% .

Pazymekime ap paieskos algoritmo vidutinj sudétinguma, kai
nagrinéjame visus galimus paieskos medzius ir kai vienodai daznai
tikrinami visi N medzio elementai.

Siame pavyzdyje puikiai matysime teorinés analizés galimybes.
Atlike pakankamai paprastus veiksmus, galésime jvertinti Sio
milzinisko varianty skai€iaus vidutinj sudétingumg.
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Nesunku jrodyti, kad teisinga tokia rekurentiné lygtis

) N-1
aN:1+WZjaj, a =1.
j=1
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Nesunku jrodyti, kad teisinga tokia rekurentiné lygtis
5 N-1
aN:1+WZjaj, a =1.
j=1

Zinant §ig lygtj, galime skaiGiuoti paieskos algortmo vidutinj
sudétinguma net ir labai dideliam elementy skaiciui V.

Raimondas Ciegis Paskaita 4



Nesunku jrodyti, kad teisinga tokia rekurentiné lygtis
5 N-1
aN:1+WZjaj, a =1.
j=1
Zinant §ig lygtj, galime skaiGiuoti paieskos algortmo vidutinj

sudétinguma net ir labai dideliam elementy skaiciui V.

Jeigu pratesime teorine analize, tai galime sprendinj uzrasyti ir
analizine forma.
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Nesunku jrodyti, kad teisinga tokia rekurentiné lygtis
5 N-1
aN:1+WZjaj, a =1.
j=1

Zinant §ig lygtj, galime skaiGiuoti paieskos algortmo vidutinj
sudétinguma net ir labai dideliam elementy skaiciui V.

Jeigu pratesime teorine analize, tai galime sprendinj uzrasyti ir
analizine forma.

Apibrézkime harmoninés eilutés dalinés sumos funkcija

11 1
Hy=1+4Z+Z++=.
N=ldg gty

Tada nesunku patikrinti, kad lygties sprendinys yra uzrasomas taip:

N+1
asz%HN—:%.
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Atsizvelge j tai, kad Hy = In N 4+ v + O(#) , gauname, kad
paieskos algoritmo vidutinis sudétingumas yra

aN:QInN—i—(’)(l).
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Atsizvelge j tai, kad Hy = In N 4+ v + O(%) , gauname, kad
paieskos algoritmo vidutinis sudétingumas yra

aN:QInN—i—(’)(l).

Priminsime, kad idealiai subalansuoto paieskos medzio atveju
W, = log N. Kadangi

2InN
log N

=2In2 = 1.386,

tai vidutinis paieskos algoritmo sudétingumas dvejetainiame
paieskos medyje yra tik 1.386 karto didesnis nei idealiai
subalansuotame medyje.
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