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Duomenu� r	u²iavimo uºdaviniai

Jau mat
eme, kad informacijos paie²ka efektyviausia, kai saugome
sur	u²iuotus duomenis.

Susipaºinsime su svarbiausiais r	u²iavimo algoritmais ir ju�
sud
etingumo i�vertinimo metodais. Yra sukurta daug tokiu�
algoritmu�, tod
el sprendºiant taikomuosius uºdavinius, svarbu
mok
eti pasirinkti tinkamiausi¡ algoritm¡.
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Uºdavinio formulavimas

Tarkime, kad turime duomenu� aib¦ A = (a1, a2, . . . , aN).

�iuos duomenis galime palyginti, t. y. patikrinti ar teisingas
teiginys, kad ai < aj , kai i ̸= j .

Reikia taip pertvarkyti A, kad gautoje aib
eje A
′
= (a

′
1, a

′
2, . . . , a

′
N)

visi elementai b	utu� i²d
estyti did
ejimo tvarka, t. y.:

a
′
i ≤ a

′
i+1, kai i = 0, 1, . . . ,N − 1.

Ai²ku, galime nagrin
eti ir aibes, kuriose elementai i²d
estyti
atvirk²£ia � maº
ejimo tvarka.
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Kasdien naudojame sur	u²iuot¡ informacij¡:

duomenis yra pateikiami ab
ec
el
es tvarka,

tvarkara²£iai sudaromi atsiºvelgiant i� i�vykio pradºios laik¡ (pvz.
traukinio i²vykimo laik¡),

kataloguose gaminiai i²d
estomi pagal pasirinkt¡ poºymi�, pvz. ju�
kain¡ (pirmiausia pateikiami pigiausi gaminiai, bilietai, variantai).
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R	u²iavimo uºdavinio sud
etingumas

Nagrin
esime tokius r	u²iavimo algoritmus, kuriuos realizuojame
naudodami dvi operacijas:

▶ dvieju� aib
es A elementu� lyginim¡,
▶ dvieju� elementu� sukeitim¡ vietomis.

Tokius algoritmus galime pavaizduoti dvejetainiu medºiu.

Medºio vir²	un
es ºymi dvieju� konkre£iu� elementu� lyginimo veiksm¡,
²io medºio lapai apibr
eºia sur	u²iuotas N elementu� aibes.
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Imkime paprast¡ pavyzdi�, kai turime tris elementus A = (a, b, c).

�i¡ aib¦ r	u²iuojame lygindami elementu� poras. Visos galimos
situacijos yra pavaizduotos paveiksle.

a < b


b < c
 a < c


a < b < c
 a < c
 b < a < c
 b < c


b < c < a
 c < b < a
a < c < b
 c < a <  b


T


T
T
 N


N


T


N


T
 N
 N


T ºymi briaun¡, kai tikrinamoji s¡lyga yra teisinga, N � neteisinga
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Matome, kad blogiausiu atveju tenka atlikti tris elementu� lyginimo
veiksmus. Tod
el toks ir yra bet kurio r	u²iavimo algoritmo
blogiausiojo atvejo sud
etingumas, kai r	u²iuojame tris elementus.

Taigi dvejetainio medºio lapu� skai£ius turi b	uti ne maºesnis uº
maksimalu� elementu� i²d
estymu� skai£iu�.

h auk²£io dvejetainis medis turi 2h vir²	unes-lapus. Imdami N
elementu�, galime sudaryti N! skirtingu� kombinaciju�,
tod
el bet kurio r	u²iavimo algoritmo elementu� poru� lyginimo skai£ius
K yra nemaºesnis uº nelygyb
es

2K ≥ N!

sprendini�.
Triju� elementu� atveju gauname:

23 ≥ 3!

Raimondas �iegis Paskaita 5



Matome, kad blogiausiu atveju tenka atlikti tris elementu� lyginimo
veiksmus. Tod
el toks ir yra bet kurio r	u²iavimo algoritmo
blogiausiojo atvejo sud
etingumas, kai r	u²iuojame tris elementus.

Taigi dvejetainio medºio lapu� skai£ius turi b	uti ne maºesnis uº
maksimalu� elementu� i²d
estymu� skai£iu�.

h auk²£io dvejetainis medis turi 2h vir²	unes-lapus. Imdami N
elementu�, galime sudaryti N! skirtingu� kombinaciju�,
tod
el bet kurio r	u²iavimo algoritmo elementu� poru� lyginimo skai£ius
K yra nemaºesnis uº nelygyb
es

2K ≥ N!

sprendini�.
Triju� elementu� atveju gauname:

23 ≥ 3!

Raimondas �iegis Paskaita 5



Matome, kad blogiausiu atveju tenka atlikti tris elementu� lyginimo
veiksmus. Tod
el toks ir yra bet kurio r	u²iavimo algoritmo
blogiausiojo atvejo sud
etingumas, kai r	u²iuojame tris elementus.

Taigi dvejetainio medºio lapu� skai£ius turi b	uti ne maºesnis uº
maksimalu� elementu� i²d
estymu� skai£iu�.

h auk²£io dvejetainis medis turi 2h vir²	unes-lapus. Imdami N
elementu�, galime sudaryti N! skirtingu� kombinaciju�,
tod
el bet kurio r	u²iavimo algoritmo elementu� poru� lyginimo skai£ius
K yra nemaºesnis uº nelygyb
es

2K ≥ N!

sprendini�.

Triju� elementu� atveju gauname:

23 ≥ 3!

Raimondas �iegis Paskaita 5



Matome, kad blogiausiu atveju tenka atlikti tris elementu� lyginimo
veiksmus. Tod
el toks ir yra bet kurio r	u²iavimo algoritmo
blogiausiojo atvejo sud
etingumas, kai r	u²iuojame tris elementus.

Taigi dvejetainio medºio lapu� skai£ius turi b	uti ne maºesnis uº
maksimalu� elementu� i²d
estymu� skai£iu�.

h auk²£io dvejetainis medis turi 2h vir²	unes-lapus. Imdami N
elementu�, galime sudaryti N! skirtingu� kombinaciju�,
tod
el bet kurio r	u²iavimo algoritmo elementu� poru� lyginimo skai£ius
K yra nemaºesnis uº nelygyb
es

2K ≥ N!

sprendini�.
Triju� elementu� atveju gauname:

23 ≥ 3!

Raimondas �iegis Paskaita 5



Bendruoju atveju, panaudodami Stirlingo formul¦ gauname, kad
skirtingu� elementu� poru� lyginimo skai£ius yra nemaºesnis uº

K ≥ N logN − N log e .

Tod
el bet kurio r	u²iavimo algoritmo blogiausio atvejo sud
etingumas

Wb ≥ N logN.
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Svarbi ir gera ºinia, kad vien¡ efektyvu� r	u²iavimo algoritm¡ jau
sudar
eme ankstesn
ese paskaitose.

Prisiminkime, kad spausdindami dvejetainio paie²kos medºio
elementus InOrder tvarka, mes gauname sur	u²iuot¡ aib¦.

Tai rekursinis vir²	uniu� aplankymo algoritmas ir jo sud
etingumas tik
O(N) veiksmu�. Netik
eta, kad ²is i�vertis yra geresnis uº m	usu� gaut¡
apatini� bet kokio bendrojo r	u²iavimo algoritmo sud
etingumo i�verti�.

Kur padar
eme klaid¡?

Klaidos nepadar
eme, reikia papildomai i�vertinti paie²kos medºio
sudarymo sud
etingum¡. Tarp m	usu� i²nagrin
etu� algoritmu�
spar£iausias buvo AVL medºio formavimo algoritmas, jo
sud
etingumas O(N logN).
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I²nagrin
esime du paprastus r	u²iavimo algoritmus, kuriuos
naudojame, kai r	u²iuojame nedaug elementu�.

Jie yra labai naudingi ir mokantis i�vertinti algoritmu� sud
etingum¡.
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I²rinkimo algoritmas

I²rinkimo algoritm¡ (angl. selection sort) sudaro (N − 1) ºingsnis.

Jo i-tuoju ºingsniu randame maºiausi¡ element¡ tarp aib
es
i , i + 1, . . . ,N elementu�. Tarkime, kad tai yra k-tasis elementas.
Jei k ̸= i , tai ²iuos elementus sukei£iame vietomis.
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I²rinkimo r	u²iavimo algoritmas

SelectionSort ()
begin

(1) for ( i = 1; i < N ; i++ ) do
(2) k = i;
(3) for ( j = i+1; j <= N; j++ ) do
(4) if ( aj < ak ) k = j;

end do

(5) if ( k > i ) swap ( ai , ak );
end do

end SelectionSort

Raimondas �iegis Paskaita 5



101
 17
 33
 2
 24
 2
 17
 33
 101
 24


a) b) i = 1, k = 4

2
 17
 33
 101
 24
 2
 17
 24
 101
 33


c) i = 2, k = 2 d) i = 3, k = 5

2
 17
 24
 33
 101


e) i = 4, k = 5

Skai£iu� masyvo r	u²iavimas i²rinkimo algoritmu: i � ciklo ºingsnis, k
� maºiausiojo elemento indeksas, ai ir ak elementai sukei£iami

vietomis
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Algoritmo sud
etingumo i�vertinimas

Vykdydami r	u²iavimo algoritmus, atliekame dvi pagrindines
operacijas:

lyginame du elementus,

elementus sukei£iame vietomis.

Paºym
ekime L(N) elementu� lyginimu� skai£iu�, o S(N) � elementu�
sukeitimu� skai£iu�, kai r	u²iuojame aib¦ A, turin£i¡ N elementu�.
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I²rinkimo algoritme elementu� palyginimo ciklus i�vykdome
nepriklausomai nuo elementu� pradinio pasiskirstymo, tod
el visais
atvejais

L(N) =
N−1∑
i=1

(N − i) =
N−1∑
i=1

i =
N(N − 1)

2
.

Elementu� keitimo vietomis skai£ius priklauso nuo pradinio duomenu�
pasiskirstymo. Geriausiu atveju, kai aib
es elementai jau sur	u²iuoti,
nereikia atlikti nei vieno keitimo, t. y. SG (N) = 0. Blogiausiu
atveju tokius keitimus reik
es atlikti kiekvienu ciklo ºingsniu, tod
el
SB(N) = N − 1.

Tod
el ²is r	u²iavimo metodas daºnai naudojamas, kai r	u²iuojame
nedaug elementu�, kuriu� informaciniai laukai yra ilgi.
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I�terpimo algoritmas

I�terpimo algoritm¡ (angl. insertion sort) sudaro (N − 1) ºingsnis.
Jo i-tuoju ºingsniu i�mame i-t¡ji� element¡ ir ji� i�terpiame tarp jau
sur	u²iuotu� pirmu�ju� (i − 1) elementu�.

Tikrinim¡ pradedame nuo (i − 1)-jo elemento. Jeigu ai < ai−1, tai
²iuos elementus sukei£iame vietomis ir pereiname prie (i − 2)-jo
elemento. �i� proces¡ t¦siame tol, kol surandame viet¡, i� kuri¡ reikia
i�terpti ai element¡.
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I�terpimo r	u²iavimo algoritmas

InsertionSort ()
begin

(1) for ( i = 2; i <= N; i++ ) do
(2) v = ai ; a0 =v; j = i;
(3) while ( v < aj−1 ) do

(4) aj = aj−1;
(5) j = j-1;

end do

(6) if (i ̸= j) aj = v ;
end do

end InsertionSort

Taikome barjero metod¡ � prie² prad
edami (3) cikl¡ pagalbiniam
nuliniam masyvo elementui priskiriame ai reik²m¦, taip
garantuojame, kad ciklas visada baigsis teisingai ir nereikia tikrinti,
ar pasiektas pirmasis masyvo elementas.
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I�terpimo algoritmu sur	u²iuokime skai£iu� masyv¡
A = (101, 17, 33, 2, 24).

101
 17
 33
 2
 24
 17
 101
 33
 2
 24


a) b)

17
 33
 101
 2
 24
 2
 17
 33
 101
 24


c) d)

2
 17
 24
 33
 101


e)

Pilka spalva pavaizduotas elementas, kuris eiliniame algoritmo
ºingsnyje buvo i�terptas i� jau sur	u²iuot¡ sek¡.
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Algoritmo sud
etingumo i�vertinimas

Kiekviename algoritmo (1) ciklo ºingsnyje elementu� sukeitimu�
skai£ius yra vienu maºesnis, nei ju� lyginimu� skai£ius

L(N) = S(N) + N − 1.

Jeigu elementai yra i²d
estyti atvirk²tine tvarka, tai kiekviename (1)
ciklo ºingsnyje atliekame visus tikrinimus, tod
el blogiausiuoju atveju

LB(N) =
N∑
i=2

i =
N2 + N − 2

2
=

N2

2
+O(N) .
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Vidutinis i�vertinimas priklauso nuo pradinio duomenu� pasiskirstymo.

Tarsime, kad vykdant eilini� (1) ciklo ºingsni�, elementas su vienoda
tikmybe gali b	uti i�terptas i� bet kuri¡ jau sur	u²iuoto masyvo viet¡.

Tada nesunku suskai£iuoti, kad

LV (N) =
N2

4
+O(N) .

Tai tik du kartus geriau uº blogiausiojo atvejo veiksmu� skai£iu�.

Raimondas �iegis Paskaita 5



Vidutinis i�vertinimas priklauso nuo pradinio duomenu� pasiskirstymo.

Tarsime, kad vykdant eilini� (1) ciklo ºingsni�, elementas su vienoda
tikmybe gali b	uti i�terptas i� bet kuri¡ jau sur	u²iuoto masyvo viet¡.

Tada nesunku suskai£iuoti, kad

LV (N) =
N2

4
+O(N) .

Tai tik du kartus geriau uº blogiausiojo atvejo veiksmu� skai£iu�.

Raimondas �iegis Paskaita 5



Vidutinis i�vertinimas priklauso nuo pradinio duomenu� pasiskirstymo.

Tarsime, kad vykdant eilini� (1) ciklo ºingsni�, elementas su vienoda
tikmybe gali b	uti i�terptas i� bet kuri¡ jau sur	u²iuoto masyvo viet¡.

Tada nesunku suskai£iuoti, kad

LV (N) =
N2

4
+O(N) .

Tai tik du kartus geriau uº blogiausiojo atvejo veiksmu� skai£iu�.

Raimondas �iegis Paskaita 5



Vidutinis i�vertinimas priklauso nuo pradinio duomenu� pasiskirstymo.

Tarsime, kad vykdant eilini� (1) ciklo ºingsni�, elementas su vienoda
tikmybe gali b	uti i�terptas i� bet kuri¡ jau sur	u²iuoto masyvo viet¡.

Tada nesunku suskai£iuoti, kad

LV (N) =
N2

4
+O(N) .

Tai tik du kartus geriau uº blogiausiojo atvejo veiksmu� skai£iu�.

Raimondas �iegis Paskaita 5



Jau pripratome, kad i²analizav¦ sudaryto algoritmo sud
etingum¡,
ie²kome b	udo, kaip galima b	utu� algoritm¡ pagerinti.

Tokios modi�kacijos gali b	uti naudingos ne visiems duomenims, o
tik speci�nei ju� daliai.

Tarkime, kad r	u²iuojame duomenis, kai elementu� palyginimo ka²tai
yra daug didesni uº elementu� sukeitimo vietomis ka²tus.

Tada reikiamos i�terpimo vietos paie²k¡ vykdysime naudodami
skaldyk ir valdyk metod¡.
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Tarkime reikia i�terpti i-¡ji� element¡. Tada ai pirmiausia lyginame
su viduriniu elementu ai/2. Jeigu

ai/2 ≤ ai ,

tai proces¡ kartojame intervale [i/2+ 1, i ], prie²ingu atveju tiriame
interval¡ [1, i/2− 1].

Sakykime, kad suradome, jog ai elementas turi b	uti i�terptas i� j-¡j¡
viet¡. Tada perstumiame elementus aj+1, . . ., ai−1 ir patalpiname
ai i� j-¡j¡ viet¡.

Tokio r	u²iavimo algoritmo lyginimu� skai£ius yra optimalus
LN = O(N logN).
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