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Duomeny rusiavimo uzdaviniai

Jau matéme, kad informacijos paieska efektyviausia, kai saugome
surusiuotus duomenis.

Susipazinsime su svarbiausiais rusiavimo algoritmais ir jy
sudétingumo jvertinimo metodais. Yra sukurta daug tokiy
algoritmy, todél sprendziant taikomuosius uzdavinius, svarbu
moketi pasirinkti tinkamiausia algoritma.
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Uzdavinio formulavimas

Tarkime, kad turime duomeny aibe A = (a1, a2,...,an).

Siuos duomenis galime palyginti, t. y. patikrinti ar teisingas
teiginys, kad a; < aj, kai i # J.
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Uzdavinio formulavimas

Tarkime, kad turime duomeny aibe A = (a1, a2,...,an).
Siuos duomenis galime palyginti, t. y. patikrinti ar teisingas
teiginys, kad a; < aj, kai i # J.

i

n)

Reikia taip pertvarkyti A, kad gautoje aibéje A = (a/l, 3’2./ ...,a
visi elementai buty isdéstyti didéjimo tvarka, t. y.:

a;<a,, kai i=0,1,...,N—1.
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Uzdavinio formulavimas

Tarkime, kad turime duomeny aibe A = (a1, a2,...,an).
Siuos duomenis galime palyginti, t. y. patikrinti ar teisingas
teiginys, kad a; < aj, kai i # J.

i

n)

Reikia taip pertvarkyti A, kad gautoje aibéje A = (a/l, 3’2./ ...,a
visi elementai buty isdéstyti didéjimo tvarka, t. y.:

aj<apq, kai i=0,1,...,N—1.

Aisku, galime nagrinéti ir aibes, kuriose elementai isdéstyti
atvirkscia — mazéjimo tvarka.
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Kasdien naudojame surusiuota informacija:
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Kasdien naudojame surusiuota informacija:

duomenis yra pateikiami abécélés tvarka,
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Kasdien naudojame surusiuota informacija:
duomenis yra pateikiami abécélés tvarka,

tvarkarasciai sudaromi atsizvelgiant j jvykio pradzios laika (pvz.
traukinio isvykimo laika),
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Kasdien naudojame surusiuota informacija:
duomenis yra pateikiami abécélés tvarka,

tvarkarasciai sudaromi atsizvelgiant j jvykio pradzios laika (pvz.
traukinio isvykimo laika),

kataloguose gaminiai iSdéstomi pagal pasirinkta pozymj, pvz. jy
kaing (pirmiausia pateikiami pigiausi gaminiai, bilietai, variantai).
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Rusiavimo uzdavinio sudétingumas

Nagrinésime tokius rusiavimo algoritmus, kuriuos realizuojame
naudodami dvi operacijas:
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Rusiavimo uzdavinio sudétingumas
Nagrinésime tokius rusiavimo algoritmus, kuriuos realizuojame

naudodami dvi operacijas:
> dviejy aibés A elementy lyginima,
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Rusiavimo uzdavinio sudétingumas

Nagrinésime tokius rusiavimo algoritmus, kuriuos realizuojame
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» dviejy elementy sukeitima vietomis.
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Rusiavimo uzdavinio sudétingumas

Nagrinésime tokius rusiavimo algoritmus, kuriuos realizuojame
naudodami dvi operacijas:

> dviejy aibés A elementy lyginima,
» dviejy elementy sukeitima vietomis.
Tokius algoritmus galime pavaizduoti dvejetainiu medziu.

Medzio virsunés zymi dviejy konkre€iy elementy lyginimo veiksma,
Sio medzio lapai apibrézia surusiuotas N elementy aibes.
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Imkime paprasta pavyzdj, kai turime tris elementus A = (a, b, ¢).

Sig aibe rsiuojame lygindami elementy poras. Visos galimos
situacijos yra pavaizduotos paveiksle.

T N T N
(a<v<0) A{a<c)~ (b<2<c) Ab<c
T N T N
a<c<b c<a<b b<c<a c<b<a

T zymi briaung, kai tikrinamoji salyga yra teisinga, N — neteisinga

Raimondas Ciegis Paskaita 5



Matome, kad blogiausiu atveju tenka atlikti tris elementy lyginimo
veiksmus. Todél toks ir yra bet kurio rusiavimo algoritmo
blogiausiojo atvejo sudétingumas, kai rusiuojame tris elementus.
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Matome, kad blogiausiu atveju tenka atlikti tris elementy lyginimo
veiksmus. Todél toks ir yra bet kurio rusiavimo algoritmo
blogiausiojo atvejo sudétingumas, kai rusiuojame tris elementus.

Taigi dvejetainio medzio lapy skaicius turi buti ne mazesnis uz
maksimaly elementy iSdéstymy skaiCiy.
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Matome, kad blogiausiu atveju tenka atlikti tris elementy lyginimo
veiksmus. Todél toks ir yra bet kurio rusiavimo algoritmo
blogiausiojo atvejo sudétingumas, kai rusiuojame tris elementus.

Taigi dvejetainio medzio lapy skaicius turi buti ne mazesnis uz
maksimaly elementy iSdéstymy skaiCiy.

h aukscio dvejetainis medis turi 2" virsiines-lapus. Imdami N
elementy, galime sudaryti N! skirtingy kombinacijy,
todél bet kurio rusiavimo algoritmo elementy pory lyginimo skaicius
K yra nemazesnis uz nelygybes

2K > i

sprendinj.
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Matome, kad blogiausiu atveju tenka atlikti tris elementy lyginimo
veiksmus. Todél toks ir yra bet kurio rusiavimo algoritmo
blogiausiojo atvejo sudétingumas, kai rusiuojame tris elementus.

Taigi dvejetainio medzio lapy skaicius turi buti ne mazesnis uz
maksimaly elementy iSdéstymy skaiCiy.

h aukscio dvejetainis medis turi 2" virsiines-lapus. Imdami N
elementy, galime sudaryti N! skirtingy kombinacijy,
todél bet kurio rusiavimo algoritmo elementy pory lyginimo skaicius
K yra nemazesnis uz nelygybes

2K > i

sprendinj.
Trijy elementy atveju gauname:

23 > 3|
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Bendruoju atveju, panaudodami Stirlingo formule gauname, kad
skirtingy elementy pory lyginimo skai€ius yra nemazesnis uz

K> NlogN — Nloge.
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Bendruoju atveju, panaudodami Stirlingo formule gauname, kad
skirtingy elementy pory lyginimo skai€ius yra nemazesnis uz

K> NlogN — Nloge.

Todeél bet kurio rusiavimo algoritmo blogiausio atvejo sudétingumas

W, > Nlog N.
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Svarbi ir gera Zzinia, kad viena efektyvy rusiavimo algoritma jau
sudaréme ankstesnése paskaitose.
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Svarbi ir gera Zzinia, kad viena efektyvy rusiavimo algoritma jau
sudaréme ankstesnése paskaitose.

Prisiminkime, kad spausdindami dvejetainio paieskos medzio
elementus InOrder tvarka, mes gauname surusiuota aibe.
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Svarbi ir gera Zzinia, kad viena efektyvy rusiavimo algoritma jau
sudaréme ankstesnése paskaitose.

Prisiminkime, kad spausdindami dvejetainio paieskos medzio
elementus InOrder tvarka, mes gauname surusiuota aibe.

Tai rekursinis virsuniy aplankymo algoritmas ir jo sudétingumas tik
O(N) veiksmy. Netikéta, kad $is jvertis yra geresnis uz musy gauta
apatinj bet kokio bendrojo rusiavimo algoritmo sudétingumo jvert.
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Svarbi ir gera Zzinia, kad viena efektyvy rusiavimo algoritma jau
sudaréme ankstesnése paskaitose.

Prisiminkime, kad spausdindami dvejetainio paieskos medzio
elementus InOrder tvarka, mes gauname surusiuota aibe.

Tai rekursinis virsuniy aplankymo algoritmas ir jo sudétingumas tik
O(N) veiksmy. Netikéta, kad $is jvertis yra geresnis uz musy gauta

apatinj bet kokio bendrojo rusiavimo algoritmo sudétingumo jvert.

Kur padaréme klaida?

Klaidos nepadaréme, reikia papildomai jvertinti paieskos medzio
sudarymo sudétinguma. Tarp musy iSnagrinéty algoritmy
sparciausias buvo AVL medzio formavimo algoritmas, jo
sudétingumas O(N log V).
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ISnagrinésime du paprastus rasiavimo algoritmus, kuriuos
naudojame, kai rusiuojame nedaug elementy.

Raimondas Ciegis Paskaita 5



ISnagrinésime du paprastus rasiavimo algoritmus, kuriuos
naudojame, kai rusiuojame nedaug elementy.

Jie yra labai naudingi ir mokantis jvertinti algoritmy sudétinguma.
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ISrinkimo algoritmas

ISrinkimo algoritma (angl. selection sort) sudaro (N — 1) Zingsnis.
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ISrinkimo algoritmas

ISrinkimo algoritma (angl. selection sort) sudaro (N — 1) Zingsnis.

Jo i-tuoju Zingsniu randame maziausia element3 tarp aibes
i,i+1,..., N elementy. Tarkime, kad tai yra k-tasis elementas.
Jei k # i, tai Siuos elementus sukeiCiame vietomis.
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ISrinkimo rusiavimo algoritmas

SelectionSort ()

begin
(1) for (i=1; i<N; i++)do
(2) k=1i;
(3) for (j=i+1; j<=N; j++ )do
(4) if(aj<ak) k=j;
end do
(5) if (k>i) swap(a;,ak)
end do

end SelectionSort

Raimondas Ciegis Paskaita 5



|1o1|17|33|2|24| |2|17|33|101|24|

a) b)i=1 k=4
|2|17|33|1o1|24| |2|17|24|101|33|
Q)i=2 k=2 d)i=3 k=5

|2|17|24|33|1o1|

e)i=4 k=5

SkaiCiy masyvo rusiavimas isrinkimo algoritmu: i — ciklo Zingsnis, k
— maziausiojo elemento indeksas, a; ir a, elementai sukeiCiami
vietomis
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Algoritmo sudétingumo jvertinimas

Vykdydami rusiavimo algoritmus, atliekame dvi pagrindines
operacijas:

lyginame du elementus,
elementus sukei¢iame vietomis.

Pazymékime L(N) elementy lyginimy skaiciy, o S(N) — elementy
sukeitimy skaiciy, kai rusiuojame aibe A, turiniag N elementy.
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I3rinkimo algoritme elementy palyginimo ciklus jvykdome
nepriklausomai nuo elementy pradinio pasiskirstymo, todél visais

atvejais
N—-1 N—1 1)
LNy = (N i=
i=1 i=1
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I3rinkimo algoritme elementy palyginimo ciklus jvykdome
nepriklausomai nuo elementy pradinio pasiskirstymo, todél visais

atvejais
N—-1 N—1 1)
LNy = (N i=
i=1 i=1

Elementy keitimo vietomis skaicius priklauso nuo pradinio duomeny
pasiskirstymo. Geriausiu atveju, kai aibés elementai jau surusiuoti,
nereikia atlikti nei vieno keitimo, t. y. Sg(N) = 0. Blogiausiu
atveju tokius keitimus reikés atlikti kiekvienu ciklo zingsniu, todél
Sg(N)=N—1.
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I3rinkimo algoritme elementy palyginimo ciklus jvykdome
nepriklausomai nuo elementy pradinio pasiskirstymo, todél visais

atvejais
N—-1 N—1 1)
LNy = (N i=
i=1 i=1

Elementy keitimo vietomis skaicius priklauso nuo pradinio duomeny
pasiskirstymo. Geriausiu atveju, kai aibés elementai jau surusiuoti,
nereikia atlikti nei vieno keitimo, t. y. Sg(N) = 0. Blogiausiu
atveju tokius keitimus reikés atlikti kiekvienu ciklo zingsniu, todél
Sg(N)=N—1.

Todél sis rusiavimo metodas daznai naudojamas, kai ruSiuojame
nedaug elementy, kuriy informaciniai laukai yra ilgi.
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Jterpimo algoritmas

Jterpimo algoritma (angl. insertion sort) sudaro (N — 1) Zingsnis.
Jo i-tuoju Zingsniu jmame i-t3jj elementq ir jj jterpiame tarp jau
surbsiuoty pirmyjy (i — 1) elementy.
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Jterpimo algoritmas

Jterpimo algoritma (angl. insertion sort) sudaro (N — 1) Zingsnis.
Jo i-tuoju Zingsniu jmame i-t3jj elementq ir jj jterpiame tarp jau
surbsiuoty pirmyjy (i — 1) elementy.

Tikrinima pradedame nuo (i — 1)-jo elemento. Jeigu a; < a;_1, tai
Siuos elementus sukei€iame vietomis ir pereiname prie (i — 2)-jo

elemento. S procesa tesiame tol, kol surandame vieta, j kurig reikia
jterpti a; elements.
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Jterpimo rusiavimo algoritmas

InsertionSort ()

begin
(1) for (i=2; i<=N; i++ ) do
(2) v=a; a=v; =i
(3) while (v <aj_;) do
(4) aj = aj-1;
(5) i=JL
end do
(6) if (1#]) a=v
end do

end InsertionSort
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Jterpimo rusiavimo algoritmas

InsertionSort ()

begin
(1) for (i=2; i<=N; i++)do
(2) v=2a; a=v; =1
(3) while (v <aj_;) do
(4) aj = aj-1;
(5) i=JL
end do
(6) if (i#) a=v
end do

end InsertionSort

Taikome barjero metodg — pries pradédami (3) cikla pagalbiniam
nuliniam masyvo elementui priskiriame a; reikSme, taip
garantuojame, kad ciklas visada baigsis teisingai ir nereikia tikrinti,
ar pasiektas pirmasis masyvo elementas.
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Jterpimo algoritmu surusiuokime skaiCiy masyva
A = (101, 17, 33, 2, 24).
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Jterpimo algoritmu surusiuokime skaiCiy masyva
A = (101, 17, 33, 2, 24).

|1o1|17|33|2|24| |17|101|33|2|24|
a) b)
|17|33|101|2|24| |2|17|33|1o1|24|
c) d)
|2|17|24|33|101|
e)

Pilka spalva pavaizduotas elementas, kuris eiliniame algoritmo
zingsnyje buvo jterptas j jau suruSiuotg seka.
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Algoritmo sudétingumo jvertinimas

Kiekviename algoritmo (1) ciklo Zingsnyje elementy sukeitimy
skai€ius yra vienu mazesnis, nei jy lyginimy skaicius

L(N) = S(N)+ N — 1.
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Algoritmo sudétingumo jvertinimas

Kiekviename algoritmo (1) ciklo Zingsnyje elementy sukeitimy
skai€ius yra vienu mazesnis, nei jy lyginimy skaicius

L(N) = S(N)+ N — 1.

Jeigu elementai yra isdéstyti atvirkstine tvarka, tai kiekviename (1)
ciklo zingsnyje atliekame visus tikrinimus, todél blogiausiuoju atveju

N
N2 N—-2 A2
LB(N):ZIZf:7+O(N).
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Vidutinis jvertinimas priklauso nuo pradinio duomeny pasiskirstymo.

Raimondas Ciegis Paskaita 5



Vidutinis jvertinimas priklauso nuo pradinio duomeny pasiskirstymo.

Tarsime, kad vykdant eilinj (1) ciklo Zingsnj, elementas su vienoda
tikmybe gali buti jterptas j bet kurig jau suruSiuoto masyvo vieta.
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Vidutinis jvertinimas priklauso nuo pradinio duomeny pasiskirstymo.

Tarsime, kad vykdant eilinj (1) ciklo Zingsnj, elementas su vienoda
tikmybe gali buti jterptas j bet kurig jau suruSiuoto masyvo vieta.

Tada nesunku suskaiciuoti, kad

N2

Ly(N) = 5+ O(N).
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Vidutinis jvertinimas priklauso nuo pradinio duomeny pasiskirstymo.

Tarsime, kad vykdant eilinj (1) ciklo Zingsnj, elementas su vienoda
tikmybe gali buti jterptas j bet kurig jau suruSiuoto masyvo vieta.

Tada nesunku suskaiciuoti, kad

N2

Ly(N) = 5+ O(N).

Tai tik du kartus geriau uz blogiausiojo atvejo veiksmy skaiiy.
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Jau pripratome, kad iSanalizave sudaryto algoritmo sudetinguma,
ieskome budo, kaip galima buty algoritma pagerinti.
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Jau pripratome, kad iSanalizave sudaryto algoritmo sudetinguma,
ieskome budo, kaip galima buty algoritma pagerinti.

Tokios modifikacijos gali buti naudingos ne visiems duomenims, o
tik specifinei jy daliai.

Tarkime, kad ruSiuojame duomenis, kai elementy palyginimo kastai
yra daug didesni uz elementy sukeitimo vietomis kastus.
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Jau pripratome, kad iSanalizave sudaryto algoritmo sudetinguma,
ieskome budo, kaip galima buty algoritma pagerinti.

Tokios modifikacijos gali buti naudingos ne visiems duomenims, o
tik specifinei jy daliai.

Tarkime, kad ruSiuojame duomenis, kai elementy palyginimo kastai
yra daug didesni uz elementy sukeitimo vietomis kastus.

Tada reikiamos jterpimo vietos paieska vykdysime naudodami
skaldyk ir valdyk metoda.
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Tarkime reikia jterpti i-3jj elementg. Tada a; pirmiausia lyginame
su viduriniu elementu a; /5. Jeigu

ai/2 S aj,

tai procesg kartojame intervale [i/2 + 1, /], prieSingu atveju tiriame
intervala [1,//2 — 1].
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Tarkime reikia jterpti i-3jj elementg. Tada a; pirmiausia lyginame
su viduriniu elementu a; /5. Jeigu

ai/2 S aj,

tai procesg kartojame intervale [i/2 + 1, /], prieSingu atveju tiriame
intervala [1,//2 — 1].

Sakykime, kad suradome, jog a; elementas turi buti jterptas j j-3j3
vietg. Tada perstumiame elementus aj 1, ..., aj—1 ir patalpiname
aj J J-aja vieta.
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Tarkime reikia jterpti i-3jj elementg. Tada a; pirmiausia lyginame
su viduriniu elementu a; /5. Jeigu

ai/2 S aj,

tai procesg kartojame intervale [i/2 + 1, /], prieSingu atveju tiriame
intervala [1,//2 — 1].

Sakykime, kad suradome, jog a; elementas turi buti jterptas j j-3j3
vietg. Tada perstumiame elementus aj 1, ..., aj—1 ir patalpiname
aj J J-aja vieta.

Tokio rusiavimo algoritmo lyginimy skaiCius yra optimalus
Ly = O(Nlog N).
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