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Jau nagrin
ejome paprastus r	u²iavimo algoritmus ir parod
eme, kad
atliekamu� operaciju� skai£ius yra proporcingas N2.

Jie n
era efektyv	us, kai turime daug duomenu�, nes ºinome, kad
r	u²iavimo algoritmu� apatinis operaciju� skai£iaus i�vertis yra gerokai
maºesnis N logN.

Jau min
ejome, kad toks asimptoti²kai optimalus veiksmingumas yra
algoritmo, grindºiamo dvejetainiu� paie²kos medºiu� naudojimu.

�ioje paskaitoje susipaºinsime su kitais r	u²iavimo algoritmais, kuriu�
sud
etingumas yra artimas optimaliam. Tada, atsiºvelgdami i�
papildomas s¡lygas, gal
esime pasirinkti algoritm¡ tinkam¡
konkre£iam uºdaviniui.
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Spartusis r	u²iavimo algoritmas

Algoritmas labai pla£iai naudojamas daugelyje taikomu�ju� programu�.

Parodysime, kad jo vidutinis sud
etingumas yra O(N logN), o
realizacija paprasta ir nereikia papildomos atminties r	u²iuojamiems
elementams saugoti. Tod
el jis ir vadinamas spar£iuoju algoritmu
(angl. quick sort).

Spartusis r	u²iavimo algoritmas sukurtas remiantis skaldyk ir valdyk
metodu. Paai²kinsime, kaip realizuojami trys pagrindiniai jo etapai.

Raimondas �iegis Paskaita 6



Spartusis r	u²iavimo algoritmas

Algoritmas labai pla£iai naudojamas daugelyje taikomu�ju� programu�.

Parodysime, kad jo vidutinis sud
etingumas yra O(N logN), o
realizacija paprasta ir nereikia papildomos atminties r	u²iuojamiems
elementams saugoti. Tod
el jis ir vadinamas spar£iuoju algoritmu
(angl. quick sort).

Spartusis r	u²iavimo algoritmas sukurtas remiantis skaldyk ir valdyk
metodu. Paai²kinsime, kaip realizuojami trys pagrindiniai jo etapai.

Raimondas �iegis Paskaita 6



Uºdavinio skaidymas. Visus aib
es A elementus dalijame i� du
poaibius. Tuo tikslu parenkame pagrindini� element¡ aj , tada
pirmajam poaibiui priskiriame elementus, maºesnius uº aj , o
antrajam poaibiui � lygius ir didesnius uº aj .

Dalinio uºdavinio sprendimas. Jei poaibi� sudaro vienas elementas,
tai jis jau sur	u²iuotas, prie²ingu atveju ji� v
el r	u²iuojame spar£iuoju
algoritmu.

Daºnai rekursij¡ baigiame anks£iau, pasirenkame nedideli� skai£iu�
M, jei poaibio elementu� skai£ius yra ne didesnis uº M, tai poaibi�
r	u²iuojame kuriuo nors paprastu algoritmu.
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Viso uºdavinio sprendinio radimas. Kadangi visi pirmojo poaibio
elementai yra maºesni uº antrojo poaibio elementus, tai, i²sprend¦
dalinius uºdavinius, sur	u²iuojame vis¡ aib¦.

�iame etape nereikia atlikti jokiu� papildomu� veiksmu�
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Spartusis r	u²iavimo algoritmas

QuickSort (l, r)
begin

(1) if ( l < (r - M) ) then

(2) Partition ( l, r, m );
(3) QuickSort ( l, m-1 );
(4) QuickSort ( m+1, r );

else

(5) if ( l < r ) SelectionSort (l, r);
end if

end QuickSort
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Partition (l, r, m )
begin

(1) v = al ;
(2) i = l; j = r;
(3) while ( i < j ) do

(4) while ( (aj ⩾ v) && (i < j ) ) j = j − 1;
(5) if ( i ̸= j ) then
(6) ai = aj ; i++;

end if

(7) while ( (ai ⩽ v) && (i < j ) ) i = i + 1;
(8) if ( i ̸= j ) then
(9) aj = ai ; j−−;

end if

end do

(10) ai = v ; m = i;
end Partition
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Spar£iuoju algoritmu sur	u²iuokime skai£iu� masyv¡

A = (11, 10, 16, 8, 19, 37, 9, 22, 19, 11).

11 10 16 8 19 37 9 22 19 11

9 10 8 11 19 37 16 22 19 11

8 9 10 11 11 16 19 22 19 37

8 9 10 11 11 16 19 19 22 37

Pagrindiniu elementu visada imtas pirmasis poaibio elementas, pilka
spalva pavaizduoti elementai, kurie buvo sukeisti vietomis aib
es

dalijimo etapu, raudona spalva � pagrindiniai elementai
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Algoritmo sud
etingumo i�vertinimas

Nagrin
esime aib
es A elementu� lyginimu� skai£iu� LN .

Skaidydami uºdavini�, visus elementus lyginame su pagrindiniu
elementu. Tod
el bendras lyginimu� skai£ius priklauso tik nuo daliniu�
uºdaviniu� apimties.

Analiz¦ prad
ekime nuo blogiausio atvejo, kada pagrindiniu elementu
parenkame maºiausi¡ aib
es element¡. Tada gauname toki� s¡ry²i�

LB(N) = LB(N − 1) + N − 1 .

Kai turime tik vien¡ element¡, aib
e jau sur	u²iuota:

L(1) = 0 .
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Pritaik¦ rekuren£i¡j¡ lygyb¦ (N − 1) kart¡, apskai£iuojame
elementu� lyginimu� skai£iu�

LB(N) =
N∑
i=2

(i − 1) =
N−1∑
j=1

j =
N2 − N

2
.

Taigi blogiausiu atveju spartusis r	u²iavimo algoritmas toks pat
l
etas, kaip ir m	usu� anks£iau i²nagrin
eti metodai.

Ypa£ netik
eta, kad toki� blog¡ rezultat¡ gauname ir tada, kai
r	u²iuojame jau sutvarkyt¡ aib¦, o pagrindiniu elementu renkam
es
pirm¡ji� aib
es element¡.
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Nagrin
ekime geriausi¡ atveji�, kai kiekvienu ºingsniu pavyksta
parinkti toki� pagrindini� element¡, kuris padalija vis¡ aib¦ i� dvi lygias
dalis.

Imkime N = (2m − 1). Tada gauname s¡ry²i�, susiejanti� elementu�
lyginimu� skai£ius:

LG (2
m − 1) =

2LG (2m−1 − 1) + 2m − 2, kai m > 1,

0, kai m = 1 .
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Pritaik¦ ²i¡ lygyb¦ (m − 2) kartus, apskai£iuojame elementu�
lyginimu� skai£iu�

LG (N) = 2m − 2+ 2 · (2m−1 − 2) + 22 · (2m−2 − 2) + . . .

+ 2m−2 · (22 − 2)

= (m − 1)2m + 2m − 2

= (N + 1) log(N + 1)− 2.

Visgi tai n
era stebuklingas rezultatas. Priminsime, kad i�terpimo
r	u²iavimo algoritmo geriausiojo atvejo sud
etingumas yra dar
geresnis, uºtenka atlikti tik N lyginimu�.
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Spartusis r	u²iavimo algoritmas tapo tokiu populiariu tod
el, kad ir
vidutiniu atveju skai£iavimu� apimtis nedaug skiriasi nuo geriausio
atvejo

LV (N) = 1, 386N logN +O(N) .

Vidutini²kai atliekame tik 40 procentu� daugiau lyginimu� nei
geriausiu atveju, kai aib¦ visada dalijame pusiau.
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Jau mat
eme, kad spar£iojo r	u²iavimo algoritmo efektyvumas yra
artimas O(N2), kai pradin
e aib
e yra beveik sur	u²iuota ir pagrindiniu
elementu parenkame pirm¡ji� aib
es element¡.

Tod
el rekomenduojame tokias dvi algoritmo modi�kacijas:

1. Kiekviename rekursijos etape atsitiktinai parenkame tris aib
es A
elementus ak , al ir am, juos sur	u²iuojame.
Tada pagrindiniu elementu imsime vidurini� i² ju�.

2. Prie² prad
edami vykdyti spar£iojo r	u²iavimo algoritm¡ visus
masyvo A elementus i²mai²ome atsitiktine tvarka. Tik
etina, kad
tokiems duomenims spar£iojo r	u²iavimo algoritmo ka²tai bus artimi
vidutinio sud
etingumo i�ver£iui.
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Medianos radimas spar£iuoju algoritmu

Kasdienin
eje statistin
eje analiz
eje daºnai tenka spr¦sti tokius
uºdavinius:
▶ i² duotosios skai£iu� sekos i²rinkti median¡;

▶ rasti k-¡ji� maºiausi¡ skai£iu�.

Beje, medianos radimas yra bendresnio antrojo uºdavinio atskiras
atvejis, kai

k = N/2.
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�iuos uºdavinius lengvai i²sprendºiame, kai jau turime sur	u²iuot¡
aib¦.

Jau mokame greitai r	u²iuoti spar£iuoju algoritmu. Taigi ir nauj¡
uºdavini� i²spr¦sime atlik¦ N logN veiksmu�.

Ar galima ji� i²spr¦sti grei£iau?

Sukonstruosime kit¡ algoritm¡, kurio skai£iavimu� apimtis daug
maºesn
e uº r	u²iavimo algoritmu� s¡naudas.

V
el remsim
es skaldyk ir valdyk metodu.

Reikiamo elemento i²rinkimo algoritm¡ sudarysime modi�kuodami
spartu�ji� r	u²iavimo algoritm¡.
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Spar£iosios paie²kos algoritmas

int QuickFind (l, r, k) # l ≤ k ≤ r
begin

(1) if ( l == r ) then

(2) return (l);
else

(3) Partition (l, r, m);
(4) if ( m > k ) then

(5) QuickFind ( l, m-1, k );
else

(6) if ( m == k ) then

(7) return (m);
else

(8) QuickFind ( m + 1, r, k );
end if

end QuickFind
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Pateik
eme rekursin¦ algoritmo realizacij¡. Ta£iau kiekviename
etape vykdome tik vien¡ i² dvieju� rekursiniu� funkciju�.

Rekomenduojame sudaryti ir iteracin¦ algoritmo realizacij¡, kuri
daºnai yra efektyvesn
e.
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Apsiribosime tik geriausio atvejo sud
etingumo analize.

Tada po kiekvieno dalijimo ºingsnio dalinio uºdavinio elementu�
skai£ius sumaº
eja perpus, tod
el gauname toki� elementu� lyginimo
skai£iu�:

LG (N) = N +
N

2
+

N

4
+ . . .+ 2+ 1 = 2N +O(1) .

Taigi naujasis medianos paie²kos algoritmas 1
2 logN kartu� spartesnis

uº r	u²iavimo algoritm¡.
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Suliejimo r	u²iavimo algoritmas

Susipaºinsime su dar vienu spar£iuoju algoritmu, kurio skai£iavimo
apimtis net ir blogiausiu atveju yra O(N logN).

Jis grindºiamas pasteb
ejimu, kad nesunku efektyviai sujungti du jau
sur	u²iuotus poaibius i� vien¡ sur	u²iuot¡ aib¦.

Tod
el metodas ir vadinamas suliejimo algoritmu (angl. merge sort).

I�domu tai, kad ir ²i� efektyvu� r	u²iavimo algoritm¡ konstruojame
naudodami skaldyk ir valdyk metod¡.
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Paai²kinsime, kaip jame realizuojami trys pagrindiniai skaldyk ir
valdyk metodo etapai.

Uºdavinio skaidymas. Vis¡ r	u²iuojam¡ aib¦ dalijame i� du poaibius.
Pirmajam poaibiui priskiriame elementus nuo pirmojo iki vidurinio,
o antrajam poaibiui � visus likusius elementus.

Nereikia atlikti jokiu� skai£iavimo veiksmu�!

Dalinio uºdavinio sprendimas. Jei poaibi� sudaro vienas elementas,
tai jis jau sur	u²iuotas, prie²ingu atveju ir poaibi� r	u²iuojame
suliejimo algoritmu.

Taigi panaudojame rekursijos metod¡.

Raimondas �iegis Paskaita 6



Paai²kinsime, kaip jame realizuojami trys pagrindiniai skaldyk ir
valdyk metodo etapai.

Uºdavinio skaidymas. Vis¡ r	u²iuojam¡ aib¦ dalijame i� du poaibius.
Pirmajam poaibiui priskiriame elementus nuo pirmojo iki vidurinio,
o antrajam poaibiui � visus likusius elementus.

Nereikia atlikti jokiu� skai£iavimo veiksmu�!

Dalinio uºdavinio sprendimas. Jei poaibi� sudaro vienas elementas,
tai jis jau sur	u²iuotas, prie²ingu atveju ir poaibi� r	u²iuojame
suliejimo algoritmu.

Taigi panaudojame rekursijos metod¡.

Raimondas �iegis Paskaita 6



Paai²kinsime, kaip jame realizuojami trys pagrindiniai skaldyk ir
valdyk metodo etapai.

Uºdavinio skaidymas. Vis¡ r	u²iuojam¡ aib¦ dalijame i� du poaibius.
Pirmajam poaibiui priskiriame elementus nuo pirmojo iki vidurinio,
o antrajam poaibiui � visus likusius elementus.

Nereikia atlikti jokiu� skai£iavimo veiksmu�!

Dalinio uºdavinio sprendimas. Jei poaibi� sudaro vienas elementas,
tai jis jau sur	u²iuotas, prie²ingu atveju ir poaibi� r	u²iuojame
suliejimo algoritmu.

Taigi panaudojame rekursijos metod¡.

Raimondas �iegis Paskaita 6



Paai²kinsime, kaip jame realizuojami trys pagrindiniai skaldyk ir
valdyk metodo etapai.

Uºdavinio skaidymas. Vis¡ r	u²iuojam¡ aib¦ dalijame i� du poaibius.
Pirmajam poaibiui priskiriame elementus nuo pirmojo iki vidurinio,
o antrajam poaibiui � visus likusius elementus.

Nereikia atlikti jokiu� skai£iavimo veiksmu�!

Dalinio uºdavinio sprendimas. Jei poaibi� sudaro vienas elementas,
tai jis jau sur	u²iuotas, prie²ingu atveju ir poaibi� r	u²iuojame
suliejimo algoritmu.

Taigi panaudojame rekursijos metod¡.

Raimondas �iegis Paskaita 6



Paai²kinsime, kaip jame realizuojami trys pagrindiniai skaldyk ir
valdyk metodo etapai.

Uºdavinio skaidymas. Vis¡ r	u²iuojam¡ aib¦ dalijame i� du poaibius.
Pirmajam poaibiui priskiriame elementus nuo pirmojo iki vidurinio,
o antrajam poaibiui � visus likusius elementus.

Nereikia atlikti jokiu� skai£iavimo veiksmu�!

Dalinio uºdavinio sprendimas. Jei poaibi� sudaro vienas elementas,
tai jis jau sur	u²iuotas, prie²ingu atveju ir poaibi� r	u²iuojame
suliejimo algoritmu.

Taigi panaudojame rekursijos metod¡.

Raimondas �iegis Paskaita 6



Dvieju� poaibiu� sujungimo algoritmas

Naudojame pagalbini� masyv¡, kurio ilgis lygus bendram abieju�
poaibiu� elementu� skai£iui.

Priminsime, kad abieju� poaibiu� elementai jau sur	u²iuoti.

I�mame pirmuosius poaibiu� elementus ir juos palyginame, maºesni�
talpiname i� sur	u²iuot¡ aib¦. Tarkime, ²is elementas priklaus
e
pirmajam poaibiui.

Toliau proces¡ kartojame, lygindami maºiausi¡ antrojo poaibio
element¡ su nauju maºiausiu pirmojo poaibio elementu.

Lyginimo proces¡ t¦siame tol, kol ir viename, ir kitame poaibyje yra
elementu�.
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Suliejimo algoritmu sur	u²iuokime skai£iu� masyv¡

A = (11, 10, 16, 8, 19, 37, 9, 22, 19, 11).

11 10 16 8 19 37 9 22 19 11

11 10 16 8 19 37 9 22 19 11

11 10 16 8 19 37 9 22 19 11

10 11 16 8 19 9 22 37 11 19

8 10 11 16 19 9 11 19 22 37

8 9 10 11 11 16 19 19 22 37

Pilka spalva pavaizduotas elementu� r	u²iavimas i²rinkimo algoritmu
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Suliejimo algoritmo sud
etingumo analiz
e

Kadangi visi veiksmai atliekami suliejimo ºingsnyje, tai uºtenka
nagrin
eti tik ²i¡ algoritmo dali�.

Tarsime, kad dvieju� sur	u²iuotu� N1 ir N2 ilgio poaibiu� sujungimo
metu lyginame c(N1 + N2) elementu�. Taigi, laikome, kad lyginame
tam tikr¡ �ksuot¡ dali� visu� abieju� poaibiu� elementu�.

Imkime N = 2m. Tada gauname toki� s¡ry²i�, susiejanti� elementu�
lyginimu� skai£ius:

L(N) =

2 L
(
1
2N

)
+ cN, kai N > 2,

1, kai N = 2 .
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Pritaik¦ ²i¡ lygyb¦ (m− 1) kart¡, apskai£iuojame elementu� lyginimu�
skai£iu�:

L(N) = 2L
(1
2
N
)
+ cN

= 4L
(1
4
N
)
+ 2cN

= · · · = N

2
L(2) + (m − 1)cN

= cN logN + (0.5− c)N .

Taigi suliejimo r	u²iavimo algoritmo skai£iavimu� apimtis yra
asimptoti²kai optimali net ir blogiausiuoju duomenu� pasiskirstymo
atveju.
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I²vados

Didºioji dalis taikymu�, kai reikia r	u²iuoti didelius kiekius duomenu�
(big data), naudoja QuickSort algoritm¡. �inome, kad pastarasis
negarantuoja blogiausiojo atvejo asimptotinio efektyvumo.

Kod
el visgi pasirenkamas QuickSort algoritmas?

1. QuickSort realizacijos i�vairiose programavimo priemon
ese yra
greitesn
es uº MergeSort (nors ju� asimptotiku� i�ver£iai yra vienodi) .

2. QuickSort algoritmui nereikia papildomos atminties, o tai svarbu,
kai r	u²iuojame labai didelius kiekius duomenu�.
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Piramid
es r	u²iavimo algoritmas

Nagrin
edami dvejetainius medºius jau analizavome piramid
es
duomenu� strukt	ur¡.

Priminsime, kad tokiame medyje i²pildytos dvi svarbios savyb
es:

1. Kiekvienos vir²	un
es elementas (teisingiau, jo raktas) yra ne
maºesnis uº jo vaiku� raktus.

2. Medis yra subalansuotas, kiekvienas jo lygis uºpildomas i² eil 
es,
ir laikomasi eili²kumo i² kair
es i� de²in¦.

Taigi piramid
es vir²	un
eje saugomas didºiausias elementas.

Piramid
es sudarymo ka²tai asimptoti²kai i�vertinami dydºiu Θ(N).
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Piramid
es sudarymo ka²tai asimptoti²kai i�vertinami dydºiu Θ(N).

Raimondas �iegis Paskaita 6



Sudarysime originalu� r	u²iavimo algoritm¡. Tai rekursija grindºiamas
algoritmas, taigi uºtenka aptarti pirm¡ji� ºingsni�.

Sukei£iame vietomis pirm¡ a1 ir paskutini� aN elementus.

Dabar jau didºiausias elementas saugomas teisingoje vietoje.
Sumaºiname piramid
es dydi� vienetu

size(P) = size(P)− 1.

Atstatome piramid
es s¡lyg¡, jeigu ji buvo paºeista perk
elus aN
element¡ i� vir²	un¦-²akni�. Tai atliekame vykdydami funkcij¡
HeapDownOrder (1, N-1).
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Piramid
es r	u²iavimo algoritmas

HeapSort ()
begin

(1) MakeHeap ();
(2) for ( i=N; i > 1; i = i-1 ) do
(3) swap (a1, ai );
(4) HeapDownOrder (1, i-1);

end do

end HeapSort

Figure: Piramidinis r	u²iavimo algoritmas

Raimondas �iegis Paskaita 6



Algoritmo sud
etingumo i�vertinimas

Jau i�vertinome aib
es elementu� pertvarkymo i� piramid¦ skai£iavimo
apimti�, ji lygi O(N). Atlikdami (2) ciklo ºingsnius blogiausiuoju
atveju papildomai 2N logN kartus lyginame elementus ir N logN
kartu� juos sukei£iame vietomis. Tod
el piramid
es r	u²iavimo
algoritmo sud
etingumas yra

L(N) = 2N logN, S(N) = N logN .

Taigi piramid
es r	u²iavimo algoritmo ka²tai yra asimptoti²kai
optimal	us.
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Pateiksime pavyzdi�, kaip veikia r	u²iavimo algoritmas:

10 37 18 13 22 14 25 8 12 28 37 28 25 13 22 14 18 8 12 10

a) b)

10 28 25 13 22 14 18 8 12 37 28 22 25 13 10 14 18 8 12 37

c) d)

12 22 25 13 10 14 18 8 28 37 25 22 18 13 10 14 12 8 28 37

e) f)

8 22 18 13 10 14 12 25 28 37 22 13 18 8 10 14 12 25 28 37

g) h)

12 13 18 8 10 14 22 25 28 37 18 13 14 8 10 12 22 25 28 37

i) j)
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