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Jau nagrinéjome paprastus rusiavimo algoritmus ir parodéme, kad
atliekamy operacijy skaiius yra proporcingas N2,

Jie néra efektyvus, kai turime daug duomeny, nes Zinome, kad
rusiavimo algoritmy apatinis operacijy skaiCiaus jvertis yra gerokai
mazesnis N log N.
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Jau nagrinéjome paprastus rusiavimo algoritmus ir parodéme, kad
atliekamy operacijy skaiius yra proporcingas N2,

Jie néra efektyvus, kai turime daug duomeny, nes Zinome, kad
rusiavimo algoritmy apatinis operacijy skaiCiaus jvertis yra gerokai
mazesnis N log N.

Jau minéjome, kad toks asimptotiskai optimalus veiksmingumas yra
algoritmo, grindziamo dvejetainiy paieskos medziy naudojimu.

Sioje paskaitoje susipazinsime su kitais riisiavimo algoritmais, kuriy
sudétingumas yra artimas optimaliam. Tada, atsizvelgdami j
papildomas salygas, galésime pasirinkti algoritma tinkama
konkre€iam uzdaviniui.
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Spartusis rusiavimo algoritmas

Algoritmas labai placiai naudojamas daugelyje taikomyjy programy.

Parodysime, kad jo vidutinis sudétingumas yra O(N log N), o
realizacija paprasta ir nereikia papildomos atminties rusiuojamiems
elementams saugoti. Todél jis ir vadinamas sparciuoju algoritmu
(angl. quick sort).
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Spartusis rusiavimo algoritmas

Algoritmas labai placiai naudojamas daugelyje taikomyjy programy.

Parodysime, kad jo vidutinis sudétingumas yra O(N log N), o
realizacija paprasta ir nereikia papildomos atminties rusiuojamiems
elementams saugoti. Todél jis ir vadinamas sparciuoju algoritmu
(angl. quick sort).

Spartusis rusiavimo algoritmas sukurtas remiantis skaldyk ir valdyk
metodu. Paaiskinsime, kaip realizuojami trys pagrindiniai jo etapai.

Raimondas Ciegis Paskaita 6



Uzdavinio skaidymas. Visus aibés A elementus dalijame j du
poaibius. Tuo tikslu parenkame pagrindinj elementy aj, tada
pirmajam poaibiui priskiriame elementus, mazesnius uz a;j, o
antrajam poaibiui — lygius ir didesnius uz a;.
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Uzdavinio skaidymas. Visus aibés A elementus dalijame j du
poaibius. Tuo tikslu parenkame pagrindinj elementy aj, tada
pirmajam poaibiui priskiriame elementus, mazesnius uz a;j, o
antrajam poaibiui — lygius ir didesnius uz a;.

Dalinio uzdavinio sprendimas. Jei poaibj sudaro vienas elementas,
tai jis jau suruSiuotas, prieSingu atveju jj vél rusiuojame sparciuoju
algoritmu.

Daznai rekursija baigiame anksCiau, pasirenkame nedidelj skaiCiy
M, jei poaibio elementy skaiCius yra ne didesnis uz M, tai poaibj
rusiuojame kuriuo nors paprastu algoritmu.
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Viso uzdavinio sprendinio radimas. Kadangi visi pirmojo poaibio
elementai yra mazesni uz antrojo poaibio elementus, tai, iSsprende
dalinius uzdavinius, suruSiuojame visg aibe.

Siame etape nereikia atlikti jokiy papildomy veiksmy
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Spartusis rusiavimo algoritmas

QuickSort (I, r)
begin
(1) if (I<(r-M)) then

(2) Partition (I, r, m);

(3) QuickSort (I, m-1);

(4) QuickSort ( m+1, r );
else

(5) if (| < r) SelectionSort (I, r);
end if

end QuickSort
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Partition (I, r, m )

begin

(1) v=ay;
2 i=1l, j=mn
(3) while (i<j) do
(4)  while ((3>v&&(<j))j=j—1
(5) if (i) then
(6) ai = aj; i+t

end if
(7) while ((ai<v)&&(i<j))i=i+1;
(8) if (i) then
(9) aj=aj; j——;

end if

end do

(10) aj=v; m=1i
end Partition
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Sparciuoju algoritmu surusiuokime skaiCiy masyva

A= (11, 10, 16, 8, 19, 37, 9, 22, 19, 11).

111016 8 |19|37| 9 |22|19] 11

9 [10] 8 .193716221911

8 .10 11 1116.221937

8||9]|10||11||11|16]]|19]||19]|22]|37

Pagrindiniu elementu visada imtas pirmasis poaibio elementas, pilka
spalva pavaizduoti elementai, kurie buvo sukeisti vietomis aibés
dalijimo etapu, raudona spalva — pagrindiniai elementai

Raimondas Ciegis Paskaita 6



Algoritmo sudétingumo jvertinimas

Nagrinésime aibes A elementy lyginimy skai€iy Ly.
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Algoritmo sudétingumo jvertinimas

Nagrinésime aibes A elementy lyginimy skai€iy Ly.

Skaidydami uzdavinj, visus elementus lyginame su pagrindiniu
elementu. Todél bendras lyginimy skaicius priklauso tik nuo daliniy
uzdaviniy apimties.

Analize pradékime nuo blogiausio atvejo, kada pagrindiniu elementu
parenkame maziausia aibés elements. Tada gauname tokj sarysj

Lg(N)=Lg(N—1)+N—1.
Kai turime tik vieng elementg, aibé jau surusiuota:

L(1)=0.
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Pritaike rekurenciaja lygybe (N — 1) karta, apskaiiuojame
elementy lyginimy skaiciy
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Pritaike rekurenciaja lygybe (N — 1) karta, apskaiiuojame
elementy lyginimy skaiciy

N N—-1

2 _
La(N) =Y (-1 =Y j=""
i=2 j=1

Taigi blogiausiu atveju spartusis rusiavimo algoritmas toks pat
letas, kaip ir musy anksCiau iSnagrinéti metodai.
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Pritaike rekurenciaja lygybe (N — 1) karta, apskaiiuojame
elementy lyginimy skaiciy

N N—-1

2 _
eV =Y (-1 =Y j="

i=2 j=1

Taigi blogiausiu atveju spartusis rusiavimo algoritmas toks pat
letas, kaip ir musy anksCiau iSnagrinéti metodai.

Ypac netiketa, kad tokj bloga rezultata gauname ir tada, kai
rudiuojame jau sutvarkyta aibe, o pagrindiniu elementu renkamés
pirmajj aibés elementa.
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Nagrinékime geriausig atvejj, kai kiekvienu zingsniu pavyksta
parinkti tokj pagrindinj elementa, kuris padalija visa aibe j dvi lygias
dalis.

Raimondas Ciegis Paskaita 6



Nagrinékime geriausig atvejj, kai kiekvienu zingsniu pavyksta
parinkti tokj pagrindinj elementa, kuris padalija visa aibe j dvi lygias
dalis.

Imkime N = (2™ — 1). Tada gauname sarysj, susiejantj elementy

lyginimy skaiCius:

Le(2™ — 1) 2Lg(2m™t —1)4+ 2™ —2, kai m > 1,
G —_ =
0, kai m=1.
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Pritaike Sig lygybe (m — 2) kartus, apskaiCiuojame elementy
lyginimy skaiciy

Le(N)=2"—242.(2m 1 —2)+22.(2m2 _2) 4+ ...
+2m72.(22-2)

= (m—1)2m 4 2m 2
=(N+1)log(N+1)—2.
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Pritaike Sig lygybe (m — 2) kartus, apskaiCiuojame elementy
lyginimy skaiciy
Le(N)=2"—242.(2m 1 —2)+22.(2m2 _2) 4+ ...
+2m72.(22-2)
=(m—1)2"+2m—2
=(N+1)log(N+1)—2.

Visgi tai néra stebuklingas rezultatas. Priminsime, kad jterpimo
rusiavimo algoritmo geriausiojo atvejo sudétingumas yra dar
geresnis, uztenka atlikti tik NV lyginimy.
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Spartusis rusiavimo algoritmas tapo tokiu populiariu todél, kad ir
vidutiniu atveju skai€iavimy apimtis nedaug skiriasi nuo geriausio
atvejo

Ly(N)=1,386Nlog N + O(N).
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Spartusis rusiavimo algoritmas tapo tokiu populiariu todél, kad ir
vidutiniu atveju skai€iavimy apimtis nedaug skiriasi nuo geriausio
atvejo

Ly(N)=1,386Nlog N + O(N).

Vidutiniskai atliekame tik 40 procenty daugiau lyginimy nei
geriausiu atveju, kai aibe visada dalijame pusiau.
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Jau matéme, kad sparciojo rusiavimo algoritmo efektyvumas yra
artimas O(N?), kai pradiné aibé yra beveik surtigiuota ir pagrindiniu
elementu parenkame pirmajj aibés elementa.
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Jau matéme, kad sparciojo rusiavimo algoritmo efektyvumas yra
artimas O(N?), kai pradiné aibé yra beveik surtigiuota ir pagrindiniu
elementu parenkame pirmajj aibés elementa.

Todél rekomenduojame tokias dvi algoritmo modifikacijas:

1. Kiekviename rekursijos etape atsitiktinai parenkame tris aibés A
elementus ay, aj ir a,,, juos surusiuojame.

Tada pagrindiniu elementu imsime vidurinj is jy.

2. Pries pradédami vykdyti spar€iojo rusiavimo algoritma visus
masyvo A elementus iSmaiSome atsitiktine tvarka. Tikétina, kad

tokiems duomenims sparciojo rusiavimo algoritmo kastai bus artimi
vidutinio sudétingumo jverciui.
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Medianos radimas sparciuoju algoritmu

Kasdieningéje statistingje analizéje daznai tenka spresti tokius
uzdavinius:

> 5 duotosios skaiCiy sekos isrinkti mediang;
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Medianos radimas sparciuoju algoritmu

Kasdieningéje statistingje analizéje daznai tenka spresti tokius
uzdavinius:

» i duotosios skaiCiy sekos isrinkti mediana;

> rasti k-3jj maziausia skaiciy.
Beje, medianos radimas yra bendresnio antrojo uzdavinio atskiras

atvejis, kai
k=NJj2.
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Siuos uzdavinius lengvai iSsprendziame, kai jau turime surusiuotg
aibe.

Raimondas Ciegis Paskaita 6



Siuos uzdavinius lengvai iSsprendziame, kai jau turime surusiuotg
aibe.

Jau mokame greitai ruSiuoti sparciuoju algoritmu. Taigi ir nauja
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Siuos uzdavinius lengvai iSsprendziame, kai jau turime surusiuotg
aibe.

Jau mokame greitai ruSiuoti sparciuoju algoritmu. Taigi ir nauja
uzdavinj isspresime atlike Nlog N veiksmy.

Ar galima jj isspresti greiCiau?

Sukonstruosime kitg algoritma, kurio skaiiavimy apimtis daug
mazesné uz rusiavimo algoritmy sanaudas.

Vel remsimés skaldyk ir valdyk metodu.

Reikiamo elemento isrinkimo algoritma sudarysime modifikuodami
spartyjj rusiavimo algoritma.
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Sparciosios paieskos algoritmas

int QuickFind (I, r, k) # I <k<r
begin
(1) if (I==r) then
(2) return (1);
else
(3) Partition (I, r, m);
(4) if (m>k) then

(5) QuickFind ( I, m-1, k );
else
(6) if (m==k) then
(7) return (m);
else
(8) QuickFind (m + 1, r, k );
end if

end QuickFind
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Pateikéme rekursine algoritmo realizacijg. Taciau kiekviename
etape vykdome tik vieng i§ dviejy rekursiniy funkcijy.
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Pateikéme rekursine algoritmo realizacijg. Taciau kiekviename
etape vykdome tik vieng i§ dviejy rekursiniy funkcijy.

Rekomenduojame sudaryti ir iteracine algoritmo realizacija, kuri
daznai yra efektyvesné.
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Apsiribosime tik geriausio atvejo sudétingumo analize.

Tada po kiekvieno dalijimo zingsnio dalinio uzdavinio elementy
skai€ius sumazéja perpus, todel gauname tokj elementy lyginimo
skaiciy:

N N
Lg(N):N+§+Z+...+2+1:2N+O(1).
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Apsiribosime tik geriausio atvejo sudétingumo analize.

Tada po kiekvieno dalijimo zingsnio dalinio uzdavinio elementy
skai€ius sumazéja perpus, todel gauname tokj elementy lyginimo
skaiciy:

N N
Lg(/\/):N+§+Z+...+2+1:2N+O(l).

Taigi naujasis medianos paieskos algoritmas % log NV karty spartesnis
uz ruSiavimo algoritma.
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Suliejimo rusiavimo algoritmas

Susipazinsime su dar vienu sparciuoju algoritmu, kurio skai€iavimo
apimtis net ir blogiausiu atveju yra O(N log N).
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Suliejimo rusiavimo algoritmas
Susipazinsime su dar vienu sparciuoju algoritmu, kurio skai€iavimo
apimtis net ir blogiausiu atveju yra O(N log N).
Jis grindziamas pastebéjimu, kad nesunku efektyviai sujungti du jau
surusiuotus poaibius j vieng surusiuota aibe.
Todél metodas ir vadinamas suliejimo algoritmu (angl. merge sort).

Jdomu tai, kad ir §j efektyvy rusiavimo algoritma konstruojame
naudodami skaldyk ir valdyk metoda.
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Paaiskinsime, kaip jame realizuojami trys pagrindiniai skaldyk ir
valdyk metodo etapai.
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Uzdavinio skaidymas. Visa rusiuojama aibe dalijame j du poaibius.
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o antrajam poaibiui — visus likusius elementus.
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Paaiskinsime, kaip jame realizuojami trys pagrindiniai skaldyk ir
valdyk metodo etapai.

Uzdavinio skaidymas. Visa rusiuojama aibe dalijame j du poaibius.
Pirmajam poaibiui priskiriame elementus nuo pirmojo iki vidurinio,
o antrajam poaibiui — visus likusius elementus.

Nereikia atlikti jokiy skai¢iavimo veiksmy!

Dalinio uzdavinio sprendimas. Jei poaibj sudaro vienas elementas,
tai jis jau suruSiuotas, prieSingu atveju ir poaibj rusiuojame
suliejimo algoritmu.

Taigi panaudojame rekursijos metods.
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Dviejy poaibiy sujungimo algoritmas

Naudojame pagalbinj masyva, kurio ilgis lygus bendram abiejy
poaibiy elementy skaiciui.
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Dviejy poaibiy sujungimo algoritmas

Naudojame pagalbinj masyva, kurio ilgis lygus bendram abiejy
poaibiy elementy skaiciui.

Priminsime, kad abiejy poaibiy elementai jau surusiuoti.

Jmame pirmuosius poaibiy elementus ir juos palyginame, maZesnj
talpiname j surusiuotg aibe. Tarkime, Sis elementas priklausé
pirmajam poaibiui.

Toliau procesg kartojame, lygindami maziausig antrojo poaibio
elementa su nauju maziausiu pirmojo poaibio elementu.

Lyginimo procesa tesiame tol, kol ir viename, ir kitame poaibyje yra
elementy.
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Suliejimo algoritmu surusiuokime skai€iy masyva

A= (11, 10, 16, 8, 19, 37, 9, 22, 19, 11).

|11|10|16| 8 |19|37| 9 |22|19|11|

|11|10|16| 8 |19||37| 9 |22|19|11|

|11|10|16|| 8 |19||37| 9 |22||19|11|

|10|11|16|| 8 |19||9 |22|37||11|19|

|8 |10|11|16|19|| 9 |11|19|22|37|

|8 | 9 |10|11|11|16|19|19|22|37|

Pilka spalva pavaizduotas elementy rusiavimas isrinkimo algoritmu
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Suliejimo algoritmo sudétingumo analizé

Kadangi visi veiksmai atlieckami suliejimo Zingsnyje, tai uztenka
nagrinéti tik $ig algoritmo dalj.
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Suliejimo algoritmo sudétingumo analizé

Kadangi visi veiksmai atlieckami suliejimo Zingsnyje, tai uztenka
nagrinéti tik $ig algoritmo dalj.

Tarsime, kad dviejy surusiuoty Ny ir Ny ilgio poaibiy sujungimo
metu lyginame c(N; + N,) elementy. Taigi, laikome, kad lyginame
tam tikra fiksuota dalj visy abiejy poaibiy elementy.

Imkime N = 2™. Tada gauname tokj sary3j, susiejantj elementy
lyginimy skaicius:

2L(3N) +cN, kai N> 2,

L(N) =
1, kai N=2.
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Pritaike 3ig lygybe (m — 1) karta, apskaiCiuojame elementy lyginimy

skaiciy:
L) = 2L(5N)
=4L(3")
== J1@) + (m—1)eN
=cNlogN + (0.5 —c)N.

N)+cN

N) +2cN

AR N =
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Pritaike 3ig lygybe (m — 1) karta, apskaiCiuojame elementy lyginimy
skaiciy:
L) = 21

)
- ( N>—|—2CN
= ﬂL(2)—|—(m—1)cN

=cNlogN + (0.5 —c)N.

N)+cN

AR N =

Taigi suliejimo rusiavimo algoritmo skaiCiavimy apimtis yra
asimptotiskai optimali net ir blogiausiuoju duomeny pasiskirstymo
atveju.
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Isvados
Didzioji dalis taikymy, kai reikia rusiuoti didelius kiekius duomeny

(big data), naudoja QuickSort algoritma. Zinome, kad pastarasis
negarantuoja blogiausiojo atvejo asimptotinio efektyvumo.

Raimondas Ciegis Paskaita 6



Isvados

Didzioji dalis taikymy, kai reikia rusiuoti didelius kiekius duomeny
(big data), naudoja QuickSort algoritma. Zinome, kad pastarasis
negarantuoja blogiausiojo atvejo asimptotinio efektyvumo.

Kodél visgi pasirenkamas QuickSort algoritmas?

Raimondas Ciegis Paskaita 6



Isvados
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Kodél visgi pasirenkamas QuickSort algoritmas?

1. QuickSort realizacijos jvairiose programavimo priemonése yra
greitesnés uz MergeSort (nors jy asimptotiky jverCiai yra vienodi) .
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Isvados

Didzioji dalis taikymy, kai reikia rusiuoti didelius kiekius duomeny
(big data), naudoja QuickSort algoritma. Zinome, kad pastarasis
negarantuoja blogiausiojo atvejo asimptotinio efektyvumo.

Kodél visgi pasirenkamas QuickSort algoritmas?

1. QuickSort realizacijos jvairiose programavimo priemonése yra
greitesnés uz MergeSort (nors jy asimptotiky jverCiai yra vienodi) .

2. QuickSort algoritmui nereikia papildomos atminties, o tai svarbu,
kai rusiuojame labai didelius kiekius duomeny.
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Piramidés rusiavimo algoritmas

Nagrinédami dvejetainius medzius jau analizavome piramidés
duomeny struktura.

Priminsime, kad tokiame medyje i3pildytos dvi svarbios savybés:
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Piramidés rusiavimo algoritmas
Nagrinédami dvejetainius medzius jau analizavome piramidés
duomeny struktura.
Priminsime, kad tokiame medyje i3pildytos dvi svarbios savybés:

1. Kiekvienos virsunés elementas (teisingiau, jo raktas) yra ne
mazesnis uz jo vaiky raktus.

2. Medis yra subalansuotas, kiekvienas jo lygis uzpildomas i$ eilés,
ir laikomasi eiliskumo i35 kairés j deSine.
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Piramidés rusiavimo algoritmas

Nagrinédami dvejetainius medzius jau analizavome piramidés
duomeny struktura.

Priminsime, kad tokiame medyje i3pildytos dvi svarbios savybés:

1. Kiekvienos virsunés elementas (teisingiau, jo raktas) yra ne
mazesnis uz jo vaiky raktus.

2. Medis yra subalansuotas, kiekvienas jo lygis uzpildomas i$ eilés,
ir laikomasi eiliskumo i35 kairés j deSine.
Taigi piramidés virsunéje saugomas didziausias elementas.

Piramidés sudarymo kastai asimptotiskai jvertinami dydziu ©(N).
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Sudarysime originaly rusiavimo algoritma. Tai rekursija grindziamas
algoritmas, taigi uztenka aptarti pirmajj zingsn;.
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Sudarysime originaly rusiavimo algoritma. Tai rekursija grindziamas
algoritmas, taigi uztenka aptarti pirmajj zingsn;.

Sukei€iame vietomis pirma aj ir paskutinj ay elementus.

Dabar jau didziausias elementas saugomas teisingoje vietoje.
Sumaziname piramidés dyd;j vienetu

size(P) = size(P) — 1.
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Sudarysime originaly rusiavimo algoritma. Tai rekursija grindziamas
algoritmas, taigi uztenka aptarti pirmajj zingsn;.

Sukei€iame vietomis pirma aj ir paskutinj ay elementus.

Dabar jau didziausias elementas saugomas teisingoje vietoje.
Sumaziname piramidés dyd;j vienetu

size(P) = size(P) — 1.

Atstatome piramidés salyga, jeigu ji buvo pazeista perkélus ay
elementa j virsune-3aknj. Tai atliekame vykdydami funkcija
HeapDownOrder (1, N-1).
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Piramidés rusiavimo algoritmas

HeapSort ()

begin

(1) MakeHeap ();

(2) for (i=N;i>1;i=i1)do

(3)  swap (. @)

(4) HeapDownOrder (1, i-1);
end do

end HeapSort

F1cURE: Piramidinis rusiavimo algoritmas
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Algoritmo sudétingumo jvertinimas

Jau jvertinome aibés elementy pertvarkymo j piramide skai€iavimo
apimtj, ji lygi O(N). Atlikdami (2) ciklo zingsnius blogiausiuoju
atveju papildomai 2N log N kartus lyginame elementus ir N log N
karty juos sukeiCiame vietomis. Todél piramidés rusiavimo
algoritmo sudétingumas yra

L(N) =2Nlog N, S(N) = Nlog N .
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Algoritmo sudétingumo jvertinimas

Jau jvertinome aibés elementy pertvarkymo j piramide skai€iavimo
apimtj, ji lygi O(N). Atlikdami (2) ciklo zingsnius blogiausiuoju
atveju papildomai 2N log N kartus lyginame elementus ir N log N
karty juos sukeiCiame vietomis. Todél piramidés rusiavimo
algoritmo sudétingumas yra

L(N) =2Nlog N, S(N) = Nlog N .

Taigi piramidés rusiavimo algoritmo kastai yra asimptotiskai
optimalus.
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Pateiksime pavyzdj, kaip veikia rusiavimo algoritmas:
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Pateiksime pavyzdj, kaip veikia rusiavimo algoritmas:

|10|37|18|13|22|14|25| 8 |12|28| |37|28|25|13|22|14|18| 8 |12|10|

a) b)
[10]28]25[13]22[14]18] 8 [12]37| [28]22]25[13]10] 14]18] 8 [12]37]
c) d)
[12[22]25[13]10[14]18] 8 [28]37| [25]22]1813]10]14]12] & [28]37|
e) f)

[ 8 22| 18[13]10[14]12|25]28]37| [22]13]18[ 8 10]14]12]25[28]37|
g) h)

[12][13]18[ 8 [10[14]22|25]28]37| [18]13]14] 8 [10]12]22]25[28]37|
i) J)

Raimondas Ciegis Paskaita 6



