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�ioje paskaitoje nagrin
esime dar vien¡ svarbu� duomenu� r	u²iavimo
uºdavini�.

Kod
el dabar?

Ar jo sprendimui reikia kurti naujus algoritmus, kai jau ºinome
kelet¡ optimaliu� r	u²iavimo algoritmu�?

Atsakymai:

1. Kaip matysime, naujasis r	u²iavimo uºdavinys yra pana²us i�
klasikinius r	u²iavimo uºdavinius, bet tas pana²umas t
era
pavir²utini²kas.

2. Jo sprendimo algoritmus geriausia apra²yti grafu� teorijos kalba.
J¡ naudosime ir kitose ²io kurso paskaitose.
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Aptarsime uºdavinius, kuriuos daºnai tenka spr¦sti sudarant
tvarkara²£ius.

1. Transporto tvarkara²£iai, kai siekiame derinti skirtingu� mar²rutu�
gra�kus, kad keleiviai gal
etu� naudotis jungiamaisiais reisais, o
pers
edimu� trukm
e b	utu� kuo trumpesn
e.

2. Daugelis ²iuolaikin
es ekonomikos ir skaitmeniniu� technologiju�
procesu� susideda i² didelio kiekio tarpiniu� operaciju� ir reikia
garantuoti ²iu� veiksmu� atlikimo teising¡ eili²kum¡.

3. Lygiagretieji skai£iavimai, kai skirtingi algoritmo veiksmai yra
atliekami skirtinguose procesoriuose (branduoliuose). V
el turime
garantuoti skirtingu� veiksmu� atlikimo teising¡ eili²kum¡
(priklausomyb¦). Pvz. taip generuojami vaizdai mobiliuose
telefonuose, kai ºi	urite �lmuk¡ ar ºaidºiate i�domu� internetini�
ºaidim¡.
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Tarkime, turime uºduo£iu� aib¦

U = (u1, u2, . . . , uN)

ir ju� atlikimo eili²kumo s¡ry²iu� aib¦

C = (ui1 ≺ uj1 , ui2 ≺ uj2 , . . . , uiM ≺ ujM ).

�ia s¡ry²ys uik ≺ ujk rei²kia, kad uºduoti� ujk gal
esime prad
eti
vykdyti tik tada, kai bus baigta uik uºduotis.

Reikia taip sutvarkyti aib¦ U
′
= (u

′
1, u

′
2, . . . , u

′
N), kad b	utu� i�vykdyti

visi aib
es C s¡ry²iai, t.y. jei turime s¡ry²i� u
′
i ≺ u

′
j , tai i < j .

Pasteb
esime, kad ²ie reikalavimai daºnai neapibr
eºia vienintel
es
sur	u²iuotos aib
es ir galime rasti kelet¡ sprendiniu�.

Toki� uºdavini� vadinsime topologiniu r	u²iavimu.
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Medeliu� sodinimas

Reikia pasodinti tris medelius. Paºym
ekime dj duob
es i²kasimo, pj
medelio sodinimo i� duob¦, uj duob
es uºkasimo uºduotis, sodinant
j-¡ji� medeli�.

Tada turime devyniu� uºduo£iu� aib¦

U =
(
d1, d2, d3, p1, p2, p3, u1, u2, u3

)
.

Darbu� eili²kum¡ nusako ²ie akivaizd	us s¡ry²iai:

C =
(
dj ≺ pj , pj ≺ uj , j = 1, 2, 3

)
.
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Egzistuoja kelios ²io uºdavinio topologi²kai sur	u²iuotos aib
es.
Pavyzdºiui, galime sodinti kiekvien¡ medeli� atskirai, tada gauname
uºduo£iu� aib¦

U
′
=

(
d1, p1, u1, d2, p2, u2, d3, p3, u3

)
.

Darbus galime paskirstyti ir kitaip, pirmiausia turime i²kasti visas
duobes, i� jas sodinti medelius, o paskui visas tris duobes uºkasti
(atskiru� medeliu� eili²kumas v
el nesvarbus):

U
′′
=

(
d1, d2, d3, p3, p2, p1, u2, u3, u1

)
.

Visai nevyk¦s, bet deja pasitaikantis variantas, kai darbai pradedami
vykdyti tokia tvarka U∗ =

(
d1, d2, d3, u2, u3, u1

)
. Dvi brigados

dºiaugiasi, kad darb¡ atliko, bet rezultatas . . .
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Dabar pateiksime grieºtesni� topologinio r	u²iavimo uºdavinio
formulavim¡. Turime orientuot¡ji� graf¡ G = (V ,E ).
�ia V yra grafo vir²	uniu� aib
e, o E grafo briaunu� aib
e, briaunos turi
krypti�.

Tarsime, kad grafe G n
era ciklu�.

Topologinio r	u²iavimo uºdavinys

Grafo vir²	unes reikia suºym
eti taip, kad kiekviena briauna jungtu�
maºesnio numerio vir²	un¦ su didesnio numerio vir²	une.

Topologinio r	u²iavimo uºdavinio sprendimo pavyzdys pateiktas
paveiksle.
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Paie²kos gilyn metodas

Matysime, kad ²i� nauj¡ ir sud
eting¡ r	u²iavimo uºdavini� galime
i²spr¦sti vien tik specialiai parinkdami grafo vir²	uniu� aplankymo
tvark¡.

Prisiminkite aritmetin
es i²rai²kos spausdinim¡ pre�x, in�x ir post�x
forma, kai tinkamai parinkome dvejetainio medºio (tai irgi grafas)
vir²	uniu� aplankymo rekursini� algoritm¡.

Paie²kos gilyn strategija yra paprasta: i² duotosios grafo vir²	un
es
einame i� jai gretim¡, paie²kos metu dar neaplankyt¡ grafo vir²	un¦.

Jei tokiu� vir²	uniu� n
era, tai ºengiame vien¡ ºingsni� atgal ir ie²kome
naujo kelio i² t
evo vir²	un
es. Taip surandame visas vir²	unes, kurias
galima pasiekti i² pasirinktos pradin
es vir²	un
es.
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Jei grafas n
era jungusis, tai algoritm¡ kartojame, imdami nauj¡ dar
neaplankyt¡ pradin¦ vir²	un¦.

Kadangi paie²kos metu pirmiausia aplankome labiausiai nutolusias
vir²	unes, tai metod¡ vadiname paie²kos gilyn metodu (angl. depth
�rst search).

Dabar pateiksime visas paie²kos gilyn algoritmo detales.
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Kiekviena grafo vir²	un
e gali b	uti vienoje i² triju� b	usenu� (b	usenas
ºym
esime skirtingomis spalvomis). Pradºioje visos vir²	un
es yra
neaplankytos ir daºomos balta spalva.

Kai vir²	un
e v aplankoma pirm¡ kart¡, ji tampa nenauja ir daºoma
pilka spalva. Laik¡, kada ji tapo nenauja, saugome masyvo
elemente d(v) (angl. discovered).

Vir²	un
e nudaºoma juoda spalva, kai i²nagrin
ejamos visos i² jos
i²einan£ios briaunos, tokios vir²	un
es yra vadinamos i²semtosiomis.
Laiko moment¡, kada vir²	un
e tapo juoda, saugome masyvo
elemente f (v) (angl. �nished).

Paie²kos kelius i�simename masyve π, jo elemento π(v) reik²m
e yra
vir²	un
e u, i² kurios pirm¡ kart¡ aplank
eme v , t. y. π(v) = u.
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Paie²kos gilyn algoritmas

DepthFirstSearch (G)
begin
(1) for ( v ∈ V ) do
(2) spalva(v) = balta

(3) π(v) = NULL
end do

(4) t = 0
(5) for ( u ∈ V ) do
(6) if ( spalva(u) == balta ) then
(7) DFS_Visit(u)

end if
end do

end DepthFirstSearch
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Rekursyvusis vir²	uniu� aplankymo algoritmas

DFS_Visit (u)
begin
(2) spalva(u) = pilka

(3) t = t +1, d(u) = t
(4) for ( v ∈ N(u) ) do
(5) if ( spalva(v) == balta ) then
(6) π(v) = u
(7) DFS_Visit(v)

end if
end do

(8) spalva(u) = juoda

(9) t = t +1, f(u) = t
end DFS_Visit
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Algoritmo sud
etingumo i�vertinimas

Kiekvienai vir²	unei v ∈ V vien¡ kart¡ vykdome DFS_Visit
proced	ur¡ ir algoritmas kartojamas tiek kartu�, kiek ²i� vir²	un
e turi
kaimynu�. Tod
el bendra topologinio r	u²iavimo algoritmo aimtis yra

Θ(|V |+ |E |).
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Imkime toki� orientuot¡ graf¡:

s
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Ar ji� galime topologi²kai sur	u²iuoti?
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Grafo vir²	unes aplankome taikydami paie²kos gilyn metod¡.
Vir²	uniu� lankymo eiga po kiekvieno kreipinio i� DFS_Visit funkcij¡
pavaizduota paveiksle. Vir²	un
ese pateiktos (d(v), f (v)) reik²m
es.

s
 v


x


u

w


y
 z


1/


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


3/


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


3/


4/


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


3/


4/5


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


3/


4/5


6/


Raimondas �iegis Paskaita 9



Grafo vir²	unes aplankome taikydami paie²kos gilyn metod¡.
Vir²	uniu� lankymo eiga po kiekvieno kreipinio i� DFS_Visit funkcij¡
pavaizduota paveiksle. Vir²	un
ese pateiktos (d(v), f (v)) reik²m
es.

s
 v


x


u

w


y
 z


1/


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


3/


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


3/


4/


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


3/


4/5


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


3/


4/5


6/


Raimondas �iegis Paskaita 9



s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


3/


4/5


6/


7/


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


3/


4/5


6/


7/8


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


3/


4/5


6/


7/8


9/


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


3/


4/5


6/


7/8


9/10


s
 v


x


u

w


y
 z


1/


2/


3/


4/5


6/11


7/8


9/10


s
 v


x


u

w


y
 z


1/14


2/13


3/12


4/5


6/11


7/8


9/10


Raimondas �iegis Paskaita 9



s
 v


x


u

w


y
 z


1/14


2/13


3/12


4/5


6/11


7/8


9/10


s
 v


x


u

w


y
 z


1


2


3


4


5


6


7


a) aplankytos vir²	un
es b) aplankymo eili²kumas

Raimondas �iegis Paskaita 9



Nor
edami gauti sur	u²iuot¡ vir²	uniu� aib¦, modi�kuojame DFS_Visit

proced	ur¡, jos pabaigoje vir²	un¦ u i�terpiame i� tiesinio s¡ra²o
pradºi¡ (uºtenka naudoti stek¡) :

DFS_VisitSort (u)
begin
(2) spalva(u) = pilka;
(3) t = t +1, d(u) = t;
(4) for ( v ∈ N(u) ) do
(5) if ( spalva(v) == balta ) then
(6) π(v) = u;
(7) DFS_VisitSort(v);

end if
end do

(8) spalva(u) = juoda;
(9) t = t +1, f(u) = t;
(10) List.InsertHead (u);

end DFS_VisitSort
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