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Sioje paskaitoje susipazinsime su vieno populiaraus klasikinio
uzdavinio sprendimo algoritmais. Parodysime, kaip galime juos
sudaryti naudojant dinaminio programavimo metoda.
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Sioje paskaitoje susipazinsime su vieno populiaraus klasikinio
uzdavinio sprendimo algoritmais. Parodysime, kaip galime juos
sudaryti naudojant dinaminio programavimo metoda.

Nagrinésime ne tik metodus, leidzian€ius rasti tiksly uzdavinio
sprendinj, bet ir euristinius algoritmus, kuriais apskaiCiuosime tik
sprendinio artinius. Taciau euristikos tinka ir tada, kai duomeny
skaiCius yra labai didelis.
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Keliaujancio pirklio uzdavinys

Turime n miesty, kurie sudaro grafo G = (V/, E) virsuniy aibe

V={vi:1<i<n}.
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Keliaujancio pirklio uzdavinys
Turime n miesty, kurie sudaro grafo G = (V/, E) virsuniy aibe
V={vi: 1<i<n}.
Kai kurie miestai yra sujungti keliais ir Zinome atstumus tarp Siy
miesty. Keliai sudaro grafo G briauny aibe:
E={ej: ej=(vi,vj), 1 <i,j<n}.

Pazymekime w(ejj) = |(v;, v;)| kelio, jungiancio virSiines v; ir v,
ilgj.
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Keliaujancio pirklio uzdavinys
Turime n miesty, kurie sudaro grafo G = (V/, E) virsuniy aibe
V={vi: 1<i<n}.
Kai kurie miestai yra sujungti keliais ir Zinome atstumus tarp Siy
miesty. Keliai sudaro grafo G briauny aibe:
E={ej: ej=(vi,vj), 1 <i,j<n}.

Pazymekime w(ejj) = |(v;, v;)| kelio, jungiancio virSiines v; ir v,
ilgj.

Jeigu du miestai v; ir v; néra sujungti keliu, tai w(e;) = oo.
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Pirklys, iséjes i5 pirmo miesto, turi aplankyti visus miestus ir grjzti j
pradinj miestg.

] kiekvieng miestg jis gali patekti tik viena karta. Tokj kelig
p = {Vla Wa, W3, ..., Wp, Vl}’ VVJ — Vij

vadiname marsrutu.
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Pirklys, iséjes i5 pirmo miesto, turi aplankyti visus miestus ir grjzti j
pradinj miestg.

] kiekvieng miestg jis gali patekti tik viena karta. Tokj kelig
p = {Vla Wa, W3, ..., Wp, Vl}’ VVJ — Vij
vadiname marsrutu.

Reikia rasti trumpiausia pirklio marsruta.
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Pirklys, iséjes i5 pirmo miesto, turi aplankyti visus miestus ir grjzti j
pradinj miestg.

] kiekvieng miestg jis gali patekti tik viena karta. Tokj kelig
p={vi, w2, w3, ..., Wp, i}, W=V

vadiname marsrutu.

Reikia rasti trumpiausia pirklio marsruta.

Jeigu grafas G yra neorientuotas, tai sprendziame simetrinj
keliaujancio pirklio uzdavinj, priesingu atveju uzdavinys vadinamas
nesimetriniu.
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Euristikos

Daznai uztenka apskaiciuoti pakankamai gera trumpiausio marsruto
artinj, taciau jj norime rasti labai greitai.

Susipazinsime su dviem algoritmais, kuriuos sudarysime naudodami
godziyjy algoritmy strategija.
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Pirmajame algoritme GS(vy) marsruto paieska pradedame grafo
virsuneje vg.
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Pirmajame algoritme GS(vy) marsruto paieska pradedame grafo
virsuneje vg.
I5 kiekvienos virsiuneés einame j artimiausia dar neaplankyta grafo

virSune.
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Pirmajame algoritme GS(vy) marsruto paieska pradedame grafo
virsuneje vg.

I5 kiekvienos virsiuneés einame j artimiausia dar neaplankyta grafo
virSune.

Paskutiniu Zingsniu vél griztame j pradine marsruto virsiine vp.
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Pirmajame algoritme GS(vy) marsruto paieska pradedame grafo
virsuneje vg.

I5 kiekvienos virsiuneés einame j artimiausia dar neaplankyta grafo
virSune.

Paskutiniu Zingsniu vél griztame j pradine marsruto virsiine vp.

N(v) Zzymésime virSunés v kaimyny aibe.
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Kaliaujancio pirklio uzdavinio euristinis algoritmas GS

double GS (u)

begin
(1) Q=V/{u}, S={u}, L=0, v=u;
(2) while (Q#0)do
(3) forall (v;e QN N(v)) do
(4) Rasti v*:  w(v, v¥) < w(v, vj);
end do
(5) Q:=Q/{v} S:=Su{v}
(6) L:=L+ w(v, v¥), v=v¥

end do
(7) L:=L+ w(v, u);
(8) return (L);
end GS
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GS algoritmo sudétingumas

O(|VI+[E).
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a)L=0 b) L=2 c)L=6

ee eée O

d) L=09 e) L =10 fyL=18

F1cURrE: Pirklio marsruto sudarymas GS algoritmu




Pazymékime marsruto, apakaiCiuoto GS algoritmu, ilgj L,(GS), o
optimalaus marsruto ilgj L,.
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Pazymékime marsruto, apakaiCiuoto GS algoritmu, ilgj L,(GS), o
optimalaus marsruto ilgj L,.

Tegul C yra n x n dydzio matrica, apibrézianti atstumus tarp
miesty. Tarsime, kad matrica yra simetring, t. y. ¢; = ¢ji ir
atstumai tenkina trikampio nelygybe

Cj < Cik+ckj, 1<i,j,k<n.
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Pazymékime marsruto, apakaiCiuoto GS algoritmu, ilgj L,(GS), o
optimalaus marsruto ilgj L,.

Tegul C yra n x n dydzio matrica, apibrézianti atstumus tarp

miesty. Tarsime, kad matrica yra simetring, t. y. ¢; = ¢ji ir
atstumai tenkina trikampio nelygybe

Cj < Cik+ckj, 1<i,j,k<n.

Tada teisingas toks marsruto, apskaiiuoto GS algoritmu, ilgio
Jvertis:

Ln(GS) < = ([log n] + 1) L.

N =
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Optimalus pirklio marsrutas nepriklauso nuo virsunés, i$ kurios
pradedame paieska.
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Optimalus pirklio marsrutas nepriklauso nuo virsunés, i$ kurios
pradedame paieska.

Taciau godusis algoritmas negarantuoja, kad rasime optimaly
marsruta, todél sudarome sudétingesne euristika GS2, kai GS
algoritmu | V| karty ieSkome optimalaus marsruto, pradédami vis i$
kitos grafo virsunes.
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Optimalus pirklio marsrutas nepriklauso nuo virsunés, i$ kurios
pradedame paieska.

Taciau godusis algoritmas negarantuoja, kad rasime optimaly
marsruta, todél sudarome sudétingesne euristika GS2, kai GS
algoritmu | V| karty ieSkome optimalaus marsruto, pradédami vis i$
kitos grafo virsunes.

GS2 algoritmo sudétingumas

O(|VI? +|VI[E]).
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TABLE: Pirklio marsruto radimas pilnojo varianty perrinkimo metodu ir
euristiniais algoritmais

n T PP GS2 GS

10 0,12 482 482 486
11 1,35 539 574 574
12 15,9 661 737 756
13 202 694 763 816
14 2773 694 775 775
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TABLE: Pirklio marsruto radimas pilnojo varianty perrinkimo metodu ir
euristiniais algoritmais

n T PP GS2 GS

10 0,12 482 482 486
11 1,35 539 574 574
12 15,9 661 737 756
13 202 694 763 816
14 2773 694 775 775

Matome, kad pilnojo perrinkimo algoritmo PP skaiCiavimo laikas
padidéja n karty, palyginti su mazesnés dimensijos uzdaviniu.
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Modifikuotas pilnojo varianty perrinkimo algoritmas MPP

Siame algoritme skai¢iuojame jau sudarytos marsruto dalies ilgj.
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Modifikuotas pilnojo varianty perrinkimo algoritmas MPP

Siame algoritme skai¢iuojame jau sudarytos marsruto dalies ilgj.

Jei jis tampa didesniu uz trumpiausio zinomo marsruto ilgj L, tai
tolesne paieska gilyn nutraukiame.
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TABLE: Pirklio marsruto radimas modifikuotu pilnojo perrinkimo metodu

n T MPP GS2 GS

14 8,29 694 775 775
15 52,6 732 830 851
16 244 735 833 851
17 1538 749 832 851
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TABLE: Pirklio marsruto radimas modifikuotu pilnojo perrinkimo metodu

n T MPP GS2 GS

14 8,29 694 775 775
15 52,6 732 830 851
16 244 735 833 851
17 1538 749 832 851

Matome, kad MPP algoritmo skaiciavimo laikas padideja 0,35n
karty, palyginti su mazesnés dimensijos uzdaviniu, todél Sis
algoritmas yra daug efektyvesnis uz pilnojo perrinkimo algoritma.
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Dinaminio programavimo metodas grindZiamas dviem salygomis:
1. Visg uzdavinj galime nesunkiai iSspresti, jei Zinome optimalius

mazesnés apimties uzdaviniy sprendinius. Sia salyga vadiname
variacine optimalumo salyga.
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Dinaminio programavimo metodas grindZiamas dviem salygomis:
1. Visg uzdavinj galime nesunkiai iSspresti, jei Zinome optimalius
mazesnés apimties uzdaviniy sprendinius. Sig salyga vadiname

variacine optimalumo salyga.

2. Kiekvieng mazesnj uzdavinj sprendziame tik viena karta, jo
sprendinj iSsaugome ir naudojame daug karty.
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Pirklio mar3rutas yra uzdaroji cikliné kreive, todél galime ja pradeéti
nagrinéti nuo bet kurios virsunés.
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Pirklio mar3rutas yra uzdaroji cikliné kreive, todél galime ja pradeéti
nagrinéti nuo bet kurios virsunés.

Tarkime, kad tai yra vy virsuné. Jei optimaliame marsrute i3 v
pirmiausia einame j vk virsune, tai gauname nauja uzdavinj:

Reikia rasti trumpiausig kelia nuo vy iki vy, kai kiekvieng aibes V
virsune aplankome po vieng karta.
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Tegul S C V yra aibés V virSuniy poaibis. Pazymékime g(k,S)
funkcija, kuri apibrézia ilgj trumpiausio kelio, einan€io i§ vy iki vy,
kai aplankome po viena karta kiekvieng aibés S virsune.
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Tegul S C V yra aibés V virSuniy poaibis. Pazymékime g(k,S)
funkcija, kuri apibrézia ilgj trumpiausio kelio, einan€io i§ vy iki vy,
kai aplankome po viena karta kiekvieng aibés S virsune.

Tada, spresdami keliaujancio pirklio uzdavinj, ieSkome funkcijos
g(l, V\ {vl}) reiksmes. Jei pirmoji optimalaus ciklo atkarpa yra
(V17 Vk), tai

g(l, V\ {vl}) = w(wv1, vk) —|—g(k7 VA A{wv, vk}) ,

¢ia w(vj, vg) pazyméjome atkarpos (vi, vk) ilgj.
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Mes nezinome, kuri virsuné vy bus aplankyta pirmoji, todél
gauname variacine lygtj

g(L,V\{v}) = min (w(vi,vi) +g(k, V\{vi,w})) .

2<k<n
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Mes nezinome, kuri virsuné vy bus aplankyta pirmoji, todél
gauname variacine lygtj

g(L,V\{v}) = min (w(vi,vi) +g(k, V\{vi,w})) .

2<k<n

Jeigu zinotume visy mazesniy uzdaviniy
g(k,V\{vl,vk}), k:2,...,n

sprendinius, tai, atlike maZos apimties perrinkima, nesunkiai
galétume rasti ir viso keliaujancio pirklio uZdavinio sprendinj.
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Sig strategija taikome rekursyviai vis mazesnés apimties
uzdaviniams, gauname pagrindine variacine optimalumo salyga

g(i,S) = min (w(vi, v) +g(k, S\ {w})) -

vkES

Rekursijos pabaiga yra triviali:

g(i, 0) = w(vi,v1).

Raimondas Ciegis Paskaita 8



Sig strategija taikome rekursyviai vis mazesnés apimties
uzdaviniams, gauname pagrindine variacine optimalumo salyga

g(i,S) = min (w(vi, v) +g(k, S\ {w})) -

vkES
Rekursijos pabaiga yra triviali:

g(i, 0) = w(vi,v1).

Kadangi algoritmga realizuojame '

ir vykdomos algoritmo pradzioje!

'i$ apacios j virsy", tai Sios salygos
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Spresdami keliaujancio pirklio uZdavinj dinaminio programavimo
metodu pirmiausia apskai¢iuojame visas g(k,@) reiksmes,
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Spresdami keliaujancio pirklio uZdavinj dinaminio programavimo
metodu pirmiausia apskai¢iuojame visas g(k,@) reiksmes,

paskui skaiiuojame g(k, {vj}) reikimes,
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Spresdami keliaujancio pirklio uZdavinj dinaminio programavimo
metodu pirmiausia apskai¢iuojame visas g(k,@) reiksmes,

paskui skaiiuojame g(k, {vj}) reikimes,

§j procesa tesiame tol, kol randame uzdavinio sprendinj

g(L,V\{n}).
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Spresdami keliaujancio pirklio uZdavinj dinaminio programavimo
metodu pirmiausia apskai¢iuojame visas g(k,@) reiksmes,

paskui skaiiuojame g(k, {vj}) reikimes,

§j procesa tesiame tol, kol randame uzdavinio sprendinj

g(L,V\{n}).

Kadangi i anksto nezinome optimalaus marsruto, tenka
apskaiciuoti visy pagalbiniy mazesniy uzdaviniy sprendinius. Taciau
skirtingai nuo pilnojo varianty perrinkimo iSvengiame
pasikartojanciy kelio atkarpy analizés.
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Mums svarbus ne tik trumpiausio ciklo ilgis, bet ir pats marsrutas.
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Mums svarbus ne tik trumpiausio ciklo ilgis, bet ir pats marsrutas.

Todél visada jsimename numer;j tos virsunes v; € S, kuri suteikia
minimalia reiSme funkcijai g(i,S).
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Mums svarbus ne tik trumpiausio ciklo ilgis, bet ir pats marsrutas.

Todél visada jsimename numer;j tos virsunes v; € S, kuri suteikia
minimalia reiSme funkcijai g(i,S).

Eksperimentai, atlikti su atsitiktinai generuotais grafais, parode,
kad tokio algoritmo sudétingumas

O(n?2"),

t. y. nagrinéjamy varianty skai€ius yra daug mazesnis uz bendra
varianty skaiciy n!.
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Mums svarbus ne tik trumpiausio ciklo ilgis, bet ir pats marsrutas.

Todél visada jsimename numer;j tos virsunes v; € S, kuri suteikia
minimalia reiSme funkcijai g(i,S).

Eksperimentai, atlikti su atsitiktinai generuotais grafais, parode,
kad tokio algoritmo sudétingumas

O(n?2"),

t. y. nagrinéjamy varianty skai€ius yra daug mazesnis uz bendra
varianty skaiciy n!.

Pridéjus papildoma grafo virsine, sprendimo laikas pailgéja
mazdaug du kartus.

Priminsime, PP algoritmo atveju skaiCiavimo laikas pailgédavo n
karty, MPP algoritmui Sis augimas buvo mazesnis n/3. Bet vis tiek,

tai daug blogesnis rezultatas, nei sprendziant uzdavinj dinaminio
programavimo metodo algoritmu.
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Optimalaus marsruto radimas dinaminio programavimo metodu.

Nagrinékime orientuotgjj pilnajj grafa G, kuris apibrézia keliy ilgius
tarp penkiy miesty. Keliy ilgiai yra tokie:

0 12 8 16 23
9 0 14 16 13
S=| 15 13 0 24 14
7 20 16 0 14
21 12 28 12 O

Tarsime, kad pirklys pradeda savo kelione i§ pirmosios virsunés
(optimalus ciklas, aisku, nepriklauso nuo $io pasirinkimo).

Atkarpos (v;, vk) ilgj Zymésime c.

Raimondas Ciegis Paskaita 8



Pirmiausia randame g(i,0) = cj1 reikdmes

g(27®):97 g(37®):157 g(47@):7a g(5a®):21
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Pirmiausia randame g(i,0) = cj1 reikdmes
g(2,0)=9, g(3,0)=15 g(4,0)=7, g(50)=21.

Toliau nagrinéjame marSrutus i$ virsunés v; iki vi, kai pakeliui
aplankome vienga virsune v,. Remdamiesi variacine optimalaus ciklo
salyga, gauname lygybe

g(i,{Vk}):Cik+g(k,@):C/k+Ck1, 1#17 k#lvl
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Apskaiciuojame funkcijos g (7, {vk}) reiksmes

g(2,{ns}) =14 +15=29, g(2,{w}) =23, g(2.{w}) =34,
g(3,{w}) =13+9=22 g(3,{wa}) =31, g(3,{w}) = 35,
g(4,{v}) =20+9=29, g(4,{ws}) =31, g(4,{ws}) =35,
g(5:{v}) =12+9=21, g(5.{ns}) =43, g(5 {va}) =19.

Raimondas Ciegis Paskaita 8



Toliau nagrinéjame marsrutus, kurie aplanko du tarpinius miestus

g(’a{vﬁ Vk}) =min (CU +g(./’ {Vk})7 Cik +g(k7{vj})) :

Raimondas Ciegis Paskaita 8



Toliau nagrinéjame marsrutus, kurie aplanko du tarpinius miestus

g(’a{vﬁ Vk}) = min (CU +g(./’ {Vk})7 Cik +g(k7{vj})) :

Prisiminkime, kad turime saugoti ne tik optimaliy marsruty ilgius,
bet ir paius marsrutus.

Raimondas Ciegis Paskaita 8



Toliau nagrinéjame marsrutus, kurie aplanko du tarpinius miestus

g(i{vj, vi}) = min (i + g (i {we}), e +g(k {v})).

Prisiminkime, kad turime saugoti ne tik optimaliy marsruty ilgius,
bet ir paius marsrutus.

Gauname tokias g (i,{vj, vi}) reiksmes ir optimalius marSrutus:

g(2,{vs,s}) =min(14 + 31, 16 + 31) =45, {wv, v3, v4, v },
(2 {vs, V5}) =min(14 + 35,13+ 43) =49, {vw, v3, w5, 1 },
g(2 {va, V5}) =min(16 4+ 35, 13+ 19) =32, {w, v5, v4, v },
g(3,{v2,vs}) = min(13 423,24 +29) =36, {v3, vo, 4, v },
g(3 {VQ,V5}) =min(13 4+ 34, 14 +21) =35, {vs, v5, vo, 1 },
g(3,{va,v5}) = min(24 + 35, 14+ 19) =33, {vs, vs5, va, w1},
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4,{vr,v3}
4 {vy, s}
4 {V3,V5}

)
)
)
5 {VQ,V3})
)
)

min(20 + 29, 16 4 22
min(20 4 34, 14 + 21

=38, {w, vs, v, v},

=37, {va, v5, o, v},

min(16 + 35, 14 4+ 43 {va, v3, v5, v1 },

5,{v2,va}
5{v3,va}

min(12 + 23, 12 4+ 29
min(28 + 24, 12 + 31

( ) =
( ) =
( ) =

min(12 429, 28 +22) =41, {vs, vo, v3, 1},
( ) =35, {w, v, va, v},
( )

g(
g(4,
g(4,
g(5,
g(
g(5,

=43, {v, v4, v3, V1 }.
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Kitu Zingsniu nagrinéjame marsrutus i§ v; iki vq, kurie eina per tris
tarpinius miestus:

g(i, {Vjﬂ Vi, V/}) = min {Cij +g(j,{Vk, Vl})7 Cik +g(k, {ij V/}),
Cil +g(/7 {VJ7 Vk})} .
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Kitu Zingsniu nagrinéjame marsrutus i§ v; iki vq, kurie eina per tris
tarpinius miestus:

g(i, {vj, vi, v,}) = min {C,'j + g(j, {wk, v/}), Cik + g(k, {vj, v/})7
ci + g(/, {vj, vk})} .

Gauname tokius optimalius marsrutus ir jy ilgius:
g(2,{V3, Va, V5}) =min(47, 67, 56) =47, {vo, v3, v5, va, V1 },
g(3,{v2, Vg, V5}) = min(45, 61, 49) =45, {v3, vo, vs, v4, V1 },

g(4,{V2, V3, V5}) = mln(697 51, 55) = 51, {V47 V3, V5, V2, Vl}v
g(5,{V2, 3, V4}) = min(57, 64, 50) =50, {vs, va, v3, vo, 1 }.
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Turédami §ig informacija, apskaiCiuojame optimaly cikla, kuriuo
keliaudamas, pirklys greiCiausiai apvaziuos visus miestus:

g(17 {Vza V3, Vg, V5}) = 2r£ji25 {CU + g(./7 {V27 V3, Va, V5} \ {VJ})} :

Raimondas Ciegis Paskaita 8



Turédami §ig informacija, apskaiCiuojame optimaly cikla, kuriuo
keliaudamas, pirklys greiCiausiai apvaziuos visus miestus:

g(l, {Vz, V3, Vg, V5}) = 22}25 {Cij + g(./a {V27 V3, Vg, V5} \ {VJ})} :

Tokio ciklo ilgis yra
g(1,{v2,v3,va, v5}) = min(59, 53, 67, 73) =53,

o pats ciklas apibréziamas taip { vi, v3, v2, v5, va, w1 }.
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