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�ioje paskaitoje susipaºinsime su vieno populiaraus klasikinio
uºdavinio sprendimo algoritmais. Parodysime, kaip galime juos
sudaryti naudojant dinaminio programavimo metod¡.

Nagrin
esime ne tik metodus, leidºian£ius rasti tikslu� uºdavinio
sprendini�, bet ir euristinius algoritmus, kuriais apskai£iuosime tik
sprendinio artinius. Ta£iau euristikos tinka ir tada, kai duomenu�
skai£ius yra labai didelis.
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Keliaujan£io pirklio uºdavinys

Turime n miestu�, kurie sudaro grafo G = (V ,E ) vir²	uniu� aib¦

V = {vi : 1 ⩽ i ⩽ n} .

Kai kurie miestai yra sujungti keliais ir ºinome atstumus tarp ²iu�
miestu�. Keliai sudaro grafo G briaunu� aib¦:

E = {eij : eij = (vi , vj), 1 ⩽ i , j ⩽ n} .

Paºym
ekime w(eij) = |(vi , vj)| kelio, jungian£io vir²	unes vi ir vj ,
ilgi�.

Jeigu du miestai vi ir vj n
era sujungti keliu, tai w(eij) = ∞.
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Pirklys, i²
ej¦s i² pirmo miesto, turi aplankyti visus miestus ir gri�ºti i�
pradini� miest¡.

I� kiekvien¡ miest¡ jis gali patekti tik vien¡ kart¡. Toki� keli¡

p = {v1, w2, w3, . . . , wn, v1}, wj = vij

vadiname mar²rutu.

Reikia rasti trumpiausi¡ pirklio mar²rut¡.

Jeigu grafas G yra neorientuotas, tai sprendºiame simetrini�
keliaujan£io pirklio uºdavini�, prie²ingu atveju uºdavinys vadinamas
nesimetriniu.
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Euristikos

Daºnai uºtenka apskai£iuoti pakankamai ger¡ trumpiausio mar²ruto
artini�, ta£iau ji� norime rasti labai greitai.

Susipaºinsime su dviem algoritmais, kuriuos sudarysime naudodami
godºiu�ju� algoritmu� strategij¡.
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Pirmajame algoritme GS(v0) mar²ruto paie²k¡ pradedame grafo
vir²	un
eje v0.

I² kiekvienos vir²	un
es einame i� artimiausi¡ dar neaplankyt¡ grafo
vir²	un¦.

Paskutiniu ºingsniu v
el gri�ºtame i� pradin¦ mar²ruto vir²	un¦ v0.

N(v) ºym
esime vir²	un
es v kaimynu� aib¦.
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Kaliaujan£io pirklio uºdavinio euristinis algoritmas GS

double GS (u)
begin

(1) Q = V / {u}, S = {u}, L= 0, v= u;
(2) while

(
Q ̸= ∅

)
do

(3) for all
(
vj ∈ Q ∩ N(v)

)
do

(4) Rasti v∗: w(v, v∗) ≤ w(v, vj);
end do

(5) Q := Q / {v∗}, S := S ∪ {v∗};
(6) L := L + w(v, v∗), v= v∗;

end do

(7) L := L + w(v, u);
(8) return (L);

end GS
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GS algoritmo sud
etingumas

O(|V |+ |E |).
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Figure: Pirklio mar²ruto sudarymas GS algoritmu
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Paºym
ekime mar²ruto, apakai£iuoto GS algoritmu, ilgi� Ln(GS), o
optimalaus mar²ruto ilgi� Ln.

Tegul C yra n × n dydºio matrica, apibr
eºianti atstumus tarp
miestu�. Tarsime, kad matrica yra simetrin
e, t. y. cij = cji ir
atstumai tenkina trikampio nelygyb¦

cij ⩽ cik + ckj , 1 ⩽ i , j , k ⩽ n.

Tada teisingas toks mar²ruto, apskai£iuoto GS algoritmu, ilgio
i�vertis:

Ln(GS) ⩽
1
2

(
⌈log n⌉+ 1

)
Ln.
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Optimalus pirklio mar²rutas nepriklauso nuo vir²	un
es, i² kurios
pradedame paie²k¡.

Ta£iau godusis algoritmas negarantuoja, kad rasime optimalu�
mar²rut¡, tod
el sudarome sud
etingesn¦ euristik¡ GS2, kai GS
algoritmu |V | kartu� ie²kome optimalaus mar²ruto, prad
edami vis i²
kitos grafo vir²	un
es.

GS2 algoritmo sud
etingumas

O(|V |2 + |V | |E |).
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Table: Pirklio mar²ruto radimas pilnojo variantu� perrinkimo metodu ir

euristiniais algoritmais

n T PP GS2 GS

10 0,12 482 482 486
11 1,35 539 574 574
12 15,9 661 737 756
13 202 694 763 816
14 2773 694 775 775

Matome, kad pilnojo perrinkimo algoritmo PP skai£iavimo laikas
padid
eja n kartu�, palyginti su maºesn
es dimensijos uºdaviniu.
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Modi�kuotas pilnojo variantu� perrinkimo algoritmas MPP

�iame algoritme skai£iuojame jau sudarytos mar²ruto dalies ilgi�.

Jei jis tampa didesniu uº trumpiausio ºinomo mar²ruto ilgi� Lmin, tai
tolesn¦ paie²k¡ gilyn nutraukiame.
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Table: Pirklio mar²ruto radimas modi�kuotu pilnojo perrinkimo metodu

n T MPP GS2 GS

14 8,29 694 775 775
15 52,6 732 830 851
16 244 735 833 851
17 1538 749 832 851

Matome, kad MPP algoritmo skai£iavimo laikas padid
eja 0, 35n
kartu�, palyginti su maºesn
es dimensijos uºdaviniu, tod
el ²is
algoritmas yra daug efektyvesnis uº pilnojo perrinkimo algoritm¡.
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Dinaminio programavimo metodas grindºiamas dviem s¡lygomis:

1. Vis¡ uºdavini� galime nesunkiai i²spr¦sti, jei ºinome optimalius
maºesn
es apimties uºdaviniu� sprendinius. �i¡ s¡lyg¡ vadiname
variacine optimalumo s¡lyga.

2. Kiekvien¡ maºesni� uºdavini� sprendºiame tik vien¡ kart¡, jo
sprendini� i²saugome ir naudojame daug kartu�.
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Pirklio mar²rutas yra uºdaroji ciklin
e kreiv
e, tod
el galime j¡ prad
eti
nagrin
eti nuo bet kurios vir²	un
es.

Tarkime, kad tai yra v1 vir²	un
e. Jei optimaliame mar²rute i² v1
pirmiausia einame i� vk vir²	un¦, tai gauname nauj¡ uºdavini�:

Reikia rasti trumpiausi¡ keli¡ nuo vk iki v1, kai kiekvien¡ aib
es V
vir²	un¦ aplankome po vien¡ kart¡.
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Tegul S ⊂ V yra aib
es V vir²	uniu� poaibis. Paºym
ekime g(k ,S)
funkcij¡, kuri apibr
eºia ilgi� trumpiausio kelio, einan£io i² vk iki v1,
kai aplankome po vien¡ kart¡ kiekvien¡ aib
es S vir²	un¦.

Tada, spr¦sdami keliaujan£io pirklio uºdavini�, ie²kome funkcijos
g
(
1,V \ {v1}

)
reik²m
es. Jei pirmoji optimalaus ciklo atkarpa yra

(v1, vk), tai

g
(
1,V \ {v1}

)
= w(v1, vk) + g

(
k ,V \ {v1, vk}

)
,

£ia w(vi , vk) paºym
ejome atkarpos (v1, vk) ilgi�.
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Mes neºinome, kuri vir²	un
e vk bus aplankyta pirmoji, tod
el
gauname variacin¦ lygti�

g
(
1,V \ {v1}

)
= min

2⩽k⩽n

(
w(v1, vk) + g

(
k ,V \ {v1, vk}

))
.

Jeigu ºinotume visu� maºesniu� uºdaviniu�

g
(
k ,V \ {v1, vk}

)
, k = 2, . . . , n

sprendinius, tai, atlik¦ maºos apimties perrinkim¡, nesunkiai
gal
etume rasti ir viso keliaujan£io pirklio uºdavinio sprendini�.
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�i¡ strategij¡ taikome rekursyviai vis maºesn
es apimties
uºdaviniams, gauname pagrindin¦ variacin¦ optimalumo s¡lyg¡

g
(
i ,S

)
= min

vk∈S

(
w(vi , vk) + g

(
k, S \ {vk}

))
.

Rekursijos pabaiga yra triviali:

g
(
i , ∅) = w(vi , v1) .

Kadangi algoritm¡ realizuojame "i² apa£ios i� vir²u�", tai ²ios s¡lygos
ir vykdomos algoritmo pradºioje!
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Spr¦sdami keliaujan£io pirklio uºdavini� dinaminio programavimo
metodu pirmiausia apskai£iuojame visas g

(
k , ∅

)
reik²mes,

paskui skai£iuojame g
(
k , {vj}

)
reik²mes,

²i� proces¡ t¦siame tol, kol randame uºdavinio sprendini�

g
(
1,V \ {v1}

)
.

Kadangi i² anksto neºinome optimalaus mar²ruto, tenka
apskai£iuoti visu� pagalbiniu� maºesniu� uºdaviniu� sprendinius. Ta£iau
skirtingai nuo pilnojo variantu� perrinkimo i²vengiame
pasikartojan£iu� kelio atkarpu� analiz
es.
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es.
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Mums svarbus ne tik trumpiausio ciklo ilgis, bet ir pats mar²rutas.

Tod
el visada i�simename numeri� tos vir²	un
es vj ∈ S , kuri suteikia
minimali¡ rei²m¦ funkcijai g

(
i , S

)
.

Eksperimentai, atlikti su atsitiktinai generuotais grafais, parod
e,
kad tokio algoritmo sud
etingumas

O(n22n),

t. y. nagrin
ejamu� variantu� skai£ius yra daug maºesnis uº bendr¡
variantu� skai£iu� n!.

Prid
ejus papildom¡ grafo vir²	un¦, sprendimo laikas pailg
eja
maºdaug du kartus.

Priminsime, PP algoritmo atveju skai£iavimo laikas pailg
edavo n
kartu�, MPP algoritmui ²is augimas buvo maºesnis n/3. Bet vis tiek,
tai daug blogesnis rezultatas, nei sprendºiant uºdavini� dinaminio
programavimo metodo algoritmu.

Raimondas �iegis Paskaita 8



Mums svarbus ne tik trumpiausio ciklo ilgis, bet ir pats mar²rutas.

Tod
el visada i�simename numeri� tos vir²	un
es vj ∈ S , kuri suteikia
minimali¡ rei²m¦ funkcijai g

(
i , S

)
.

Eksperimentai, atlikti su atsitiktinai generuotais grafais, parod
e,
kad tokio algoritmo sud
etingumas

O(n22n),

t. y. nagrin
ejamu� variantu� skai£ius yra daug maºesnis uº bendr¡
variantu� skai£iu� n!.

Prid
ejus papildom¡ grafo vir²	un¦, sprendimo laikas pailg
eja
maºdaug du kartus.

Priminsime, PP algoritmo atveju skai£iavimo laikas pailg
edavo n
kartu�, MPP algoritmui ²is augimas buvo maºesnis n/3. Bet vis tiek,
tai daug blogesnis rezultatas, nei sprendºiant uºdavini� dinaminio
programavimo metodo algoritmu.

Raimondas �iegis Paskaita 8



Mums svarbus ne tik trumpiausio ciklo ilgis, bet ir pats mar²rutas.

Tod
el visada i�simename numeri� tos vir²	un
es vj ∈ S , kuri suteikia
minimali¡ rei²m¦ funkcijai g

(
i , S

)
.

Eksperimentai, atlikti su atsitiktinai generuotais grafais, parod
e,
kad tokio algoritmo sud
etingumas

O(n22n),

t. y. nagrin
ejamu� variantu� skai£ius yra daug maºesnis uº bendr¡
variantu� skai£iu� n!.

Prid
ejus papildom¡ grafo vir²	un¦, sprendimo laikas pailg
eja
maºdaug du kartus.

Priminsime, PP algoritmo atveju skai£iavimo laikas pailg
edavo n
kartu�, MPP algoritmui ²is augimas buvo maºesnis n/3. Bet vis tiek,
tai daug blogesnis rezultatas, nei sprendºiant uºdavini� dinaminio
programavimo metodo algoritmu.

Raimondas �iegis Paskaita 8



Mums svarbus ne tik trumpiausio ciklo ilgis, bet ir pats mar²rutas.

Tod
el visada i�simename numeri� tos vir²	un
es vj ∈ S , kuri suteikia
minimali¡ rei²m¦ funkcijai g

(
i , S

)
.

Eksperimentai, atlikti su atsitiktinai generuotais grafais, parod
e,
kad tokio algoritmo sud
etingumas

O(n22n),

t. y. nagrin
ejamu� variantu� skai£ius yra daug maºesnis uº bendr¡
variantu� skai£iu� n!.

Prid
ejus papildom¡ grafo vir²	un¦, sprendimo laikas pailg
eja
maºdaug du kartus.

Priminsime, PP algoritmo atveju skai£iavimo laikas pailg
edavo n
kartu�, MPP algoritmui ²is augimas buvo maºesnis n/3. Bet vis tiek,
tai daug blogesnis rezultatas, nei sprendºiant uºdavini� dinaminio
programavimo metodo algoritmu.

Raimondas �iegis Paskaita 8



Optimalaus mar²ruto radimas dinaminio programavimo metodu.

Nagrin
ekime orientuot¡ji� piln¡ji� graf¡ G , kuris apibr
eºia keliu� ilgius
tarp penkiu� miestu�. Keliu� ilgiai yra tokie:

S =


0 12 8 16 23
9 0 14 16 13
15 13 0 24 14
7 20 16 0 14
21 12 28 12 0

 .

Tarsime, kad pirklys pradeda savo kelion¦ i² pirmosios vir²	un
es
(optimalus ciklas, ai²ku, nepriklauso nuo ²io pasirinkimo).

Atkarpos (vi , vk) ilgi� ºym
esime cik .
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Pirmiausia randame g(i , ∅) = ci1 reik²mes

g(2, ∅) = 9, g(3, ∅) = 15, g(4, ∅) = 7, g(5, ∅) = 21 .

Toliau nagrin
ejame mar²rutus i² vir²	un
es vi iki v1, kai pakeliui
aplankome vien¡ vir²	un¦ vk . Remdamiesi variacine optimalaus ciklo
s¡lyga, gauname lygyb¦

g
(
i , {vk}

)
= cik + g(k , ∅) = cik + ck1, i ̸= 1, k ̸= 1, i .
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Apskai£iuojame funkcijos g
(
i , {vk}

)
reik²mes

g
(
2, {v3}

)
= 14+ 15 = 29, g

(
2, {v4}

)
= 23, g

(
2, {v5}

)
= 34,

g
(
3, {v2}

)
= 13+ 9 = 22, g

(
3, {v4}

)
= 31, g

(
3, {v5}

)
= 35,

g
(
4, {v2}

)
= 20+ 9 = 29, g

(
4, {v3}

)
= 31, g

(
4, {v5}

)
= 35,

g
(
5, {v2}

)
= 12+ 9 = 21, g

(
5, {v3}

)
= 43, g

(
5, {v4}

)
= 19 .
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Toliau nagrin
ejame mar²rutus, kurie aplanko du tarpinius miestus

g
(
i , {vj , vk}

)
= min

(
cij + g

(
j , {vk}

)
, cik + g

(
k, {vj}

))
.

Prisiminkime, kad turime saugoti ne tik optimaliu� mar²rutu� ilgius,
bet ir pa£ius mar²rutus.

Gauname tokias g
(
i , {vj , vk}

)
reik²mes ir optimalius mar²rutus:

g
(
2, {v3, v4}

)
= min(14+ 31, 16+ 31) = 45, {v2, v3, v4, v1} ,

g
(
2, {v3, v5}

)
= min(14+ 35, 13+ 43) = 49, {v2, v3, v5, v1} ,

g
(
2, {v4, v5}

)
= min(16+ 35, 13+ 19) = 32, {v2, v5, v4, v1} ,

g
(
3, {v2, v4}

)
= min(13+ 23, 24+ 29) = 36, {v3, v2, v4, v1} ,

g
(
3, {v2, v5}

)
= min(13+ 34, 14+ 21) = 35, {v3, v5, v2, v1} ,

g
(
3, {v4, v5}

)
= min(24+ 35, 14+ 19) = 33, {v3, v5, v4, v1} ,
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g
(
4, {v2, v3}

)
= min(20+ 29, 16+ 22) = 38, {v4, v3, v2, v1} ,

g
(
4, {v2, v5}

)
= min(20+ 34, 14+ 21) = 37, {v4, v5, v2, v1} ,

g
(
4, {v3, v5}

)
= min(16+ 35, 14+ 43) = 51, {v4, v3, v5, v1} ,

g
(
5, {v2, v3}

)
= min(12+ 29, 28+ 22) = 41, {v5, v2, v3, v1} ,

g
(
5, {v2, v4}

)
= min(12+ 23, 12+ 29) = 35, {v5, v2, v4, v1} ,

g
(
5, {v3, v4}

)
= min(28+ 24, 12+ 31) = 43, {v5, v4, v3, v1} .
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Kitu ºingsniu nagrin
ejame mar²rutus i² vi iki v1, kurie eina per tris
tarpinius miestus:

g
(
i , {vj , vk , vl}

)
= min

{
cij + g

(
j , {vk , vl}

)
, cik + g

(
k , {vj , vl}

)
,

cil + g
(
l , {vj , vk}

)}
.

Gauname tokius optimalius mar²rutus ir ju� ilgius:

g
(
2, {v3, v4, v5}

)
= min( 47, 67, 56 ) = 47, {v2, v3, v5, v4, v1},

g
(
3, {v2, v4, v5}

)
= min( 45, 61, 49 ) = 45, {v3, v2, v5, v4, v1},

g
(
4, {v2, v3, v5}

)
= min( 69, 51, 55 ) = 51, {v4, v3, v5, v2, v1} ,

g
(
5, {v2, v3, v4}

)
= min( 57, 64, 50 ) = 50, {v5, v4, v3, v2, v1} .
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Tur
edami ²i¡ informacij¡, apskai£iuojame optimalu� cikl¡, kuriuo
keliaudamas, pirklys grei£iausiai apvaºiuos visus miestus:

g
(
1, {v2, v3, v4, v5}

)
= min

2⩽j⩽5

{
cij + g

(
j , {v2, v3, v4, v5} \ {vj}

)}
.

Tokio ciklo ilgis yra

g
(
1, {v2, v3, v4, v5}

)
= min( 59, 53, 67, 73 ) = 53 ,

o pats ciklas apibr
eºiamas taip { v1, v3, v2, v5, v4, v1}.
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