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1 «`¬Z¯®�°D±.²�¯³g´¶µ[·©¸M¹5º °D±�¬�µ
»½¼ ¤�¾N¿$¥AÀPÁ"Â½¿$¥�Ã�ÁDÄ ¼ ÄÄ¿�� �ÆÅ�Ç5È$É$Ç5È{Ê ¼OËHÌI¼ ¤5¥�¿ÎÍ ¢ ¤AÏ�� � À.¤5ÄÐ
  ÅeÑ ¤ ¼ ÄeÒ)Ó�Ó	Ô	Õ�Õ�Ô	Ö)×<Ø	Ù�Ö)×AÚ5ÔÜÛ.×�Õ
2 ÝR°Iº ¹5±�Þ�²�ß¹<¬à¸Z³�¹<³�°Î«`¬Z¯®�°D±.²�¯³g´
� ÁDá2¤�â ¼ËP¼ Ñ ¿ Ë À ¼ ¤�â$Á È ��ãBä Å:å	å	É	É$æ	É Ã ¼ ¥ ËPç �ZãBÁ+Ä¤	èPé Ë
  ÅeÑ ¤ ¼ ÄeÒ�ê�ë$ì�ë�Ú�×2Ö�Ø5íMÚ�ÙîÛÆí�ï
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: ¤�â$ÁDÄÁIÀ½¤5¥Z¤5ÄÐ ËP¼OË3; Á Ì ¿ Ñ Á Ë ¥�¿=<î¤	¦�¤�Ð Ë â	Á+èPÐ ¼ Ñ?> ¿	èPÀH¤5¥AÀ ¼ ¥AÀPÁDè.¦ ¼OËPÌD¼ > Ä ¼ ¥�¤5èHÐ Ë é ;A@ Á Ì À
<CB ¼Ì B é�¥ ¼ED Á Ë À�B�Á©èHÁ Ë é�ÄJÀ Ë ¿GFNÃ�¤<À�B�Á Ñ ¤<À ¼Ì ¤5Ä � ¥Z¤5ÄÐ ËP¼OË � ¡ ¼ ¥�Á2¤5è�¤5¥�¦ � ¿$¥�Ä ¼ ¥�Á2¤5è � Ä Å
H Á ; èH¤���Â ¼I ÁDèHÁD¥AÀ ¼ ¤	Äô¤	¥�¦�Â ¼I ÁDèHÁD¥ Ì Á{ KJAé�¤<À ¼ ¿$¥ Ë � � é Ñ ÁDè ¼Ì ¤5Ä � ¥�¤	Ä Ð ËP¼Ë � � ¿ Ñ?> é�ÀHÁDè¢ ÌI¼ ÁD¥ Ì ÁBÁDÀ Ì �5�WÑ ¿	¥ H À�B�Áî¤ >8> Ä ¼Ì ¤<À ¼ ¿$¥ Ë <0ÁLB�¤�â	ÁÜÀP¿ > ¿ ¼ ¥AÀ
¿	é�ÀNÀ�B�¿ Ë ÁÜÀH¿½ÀMB�Á Ë ÀHé�¦�Ðª¿�F
¦ ¼I ÁDèHÁD¥AÀ > èH¿ > ÁDèPÀ ¼ Á Ë ¿GF Ì ¿ Ñ?> ¿ ËP¼ ÀHÁ Ñ ¤5ÀPÁDè ¼ ¤5Ä Ë Í Ë Á+Á0Á � H �/N OGP ¤5¥�¦wèPÁQF ÁDèHÁD¥ Ì Á Ë À�B�Á+èPÁ ¼ ¥ZÏ �
� B�Á Ë ÀH¤	¥�¦�¤	èH¦�¤ >8> èH¿$¤ Ì BÎÀP¿òÀMB�Á Ë ÀHé�¦�Ð�¿�F
À�B�Á�Á I Á Ì À ¼ â	Á > èP¿ > Á+è[À ¼ Á Ë ¿�F Ì ¿ Ñ?> ¿ Ë[¼ ÀPÁÑ ¤5ÀPÁ+è ¼ ¤5Ä Ë < ¼ À�B ÀMB�Á > ÁDè ¼ ¿�¦ ¼ÌàË ÀHèPé Ì ÀPé�èHÁ�Í ¼ � Á � À�B�Á > èH¿ > ÁDèPÀ ¼ Á Ë ¿GF©À�B�Á ¤ ËHË Á Ñ ; Ä Á2¦Ñ ¤5ÀPÁ+è ¼ ¤5Ä�¤ Ë ¤R<CB�¿	ÄÁ2Ï ¼OË ÀMB�ÁSB�¿ Ñ ¿ H Á+¥ ¼ á+¤<À ¼ ¿$¥ Ñ ÁDÀ�B�¿�¦ Ë B ¼ H B�ÄÐ ¦�ÁDâ	Á+Ä ¿ > Á2¦ ¼ ¥ÎÀMB�Á
èPÁ Ì ÁD¥AÀîÀ9<0¿�¦�Á Ì ¤$¦�Á Ë Í Ë Á+Á	��°�T�U�T� NEV � æ � V�å�P Ï �

W½Ë é�¤5ÄÄ Ð À�B�Á�B�¿ Ñ ¿ H Á+¥ ¼ á+¤<À ¼ ¿$¥ ÀPÁ Ì B�¥ ¼ JAé�Á ¼Ë é Ë Á+¦XF ¿$è Ñ ¤<ÀHÁDè ¼ ¤	Ä Ë < ¼ ÀMB�ÀMB�Áwè ¼Ì BÑ ¼OÌ èH¿ Ë ÀPèHé Ì ÀPé�èHÁ ; é�À ¼ À
ÄÁ+¤	¦ Ë ÀP¿�À�B�Á > èH¿ > ÁDèPÀ:Ð©À�BZ¤<ÀôÀ�B�Á Ì ¿ Ñ?> ¿ Ë[¼ ÀPÁ Ñ ¤<ÀHÁDè ¼ ¤	Ä�¿	¥ªÀMB�ÁÌ ¿	¥ Ë[¼ ¦�ÁDè.¤<À ¼ ¿$¥ ¼OË Íß¤	Ä Ñ ¿ Ë À.Ï`¿�FZÄO¤ Ñ ¼ ¥Z¤<ÀPÁ0À:Ð > ÁªÍ Ë ÁDÁ NEV�V�P Ï � £�Á Ì Á+¥$ÀHÄ Ð ¤½¥�Á�< Ñ ¿�¦�Á+Ä/F ¿	èÌ ¿ Ñ?> ¿ ËP¼ ÀHÁ Ñ ¤5ÀPÁ+è ¼ ¤5Ä Ë < ¼ ÀMBq¤ è ¼Ì B Ñ ¼Ì èP¿ Ë ÀHèPé Ì ÀPé�èHÁY<0¤ Ë > èP¿ > ¿ Ë Á2¦�Í Ë ÁDÁ N å �[Z��]\ P Ï �
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� À ¼OË�Ë é >8> ¿ Ë Á+¦SÀMB�¤<ÀîÀMB�Á Ñ ¤5ÀPÁ+è ¼ ¤5Ä ¼ À Ë ÁDÄEF Ì ¿$¥ ËP¼Ë À Ë ¿GFô¦�¿	é ; Ä Ð > Á+è ¼ ¿�¦ ¼Ì ¤5ÄÄ Ð ËP¼ ÀPé�¤5ÀPÁ+¦Ì ÁDÄÄ Ëw¼ ¥ <CB ¼OÌ B ÀMB�Á ¼ ¥ Ì Äé ËP¼ ¿$¥ Ë ¤5èHÁ Ë > èPÁ2¤	¦ è.¤5¥�¦�¿ Ñ Ä Ð ¼ ¥l¤ Ë ÁD¥ Ë Á¶è.¤5¥�¦�¿ Ñ Ä Ð �`Ê ¿	èË é Ì B Ì ¿ Ñ?> ¿ Ë[¼ ÀPÁ Ë À�B�ÁÎÁ I Á Ì À ¼ â	Á Ì B�¤	èH¤ Ì ÀHÁDè ¼Ë À ¼OÌDË ¤5èHÁ ¦�ÁIÀPÁ+è Ñ ¼ ¥�Á+¦ ¼ ¥�ÀMB�ÁXF ¿	è Ñ ¿�F
À�B�Á ¼ ¥ D ¥ ¼ ÀHÁ Ë ÁDè ¼ Á ËÿÌ ¿$¥AÀH¤ ¼ ¥ ¼ ¥ H Ë ¿ Ì ¤	Ä ÄÁ+¦�  ¼OË ÁD¥ Ë ÀPÁ ¼ ¥�� ËÜË é Ñ Ë Í Ë Á+Á N V+É P Ï ��¢ ¼ ¥ Ì Á½À�B�Á Ë Á
¤5¥�¤	Ä ÐAÀ ¼OÌ èHÁ > èHÁ Ë ÁD¥AÀH¤5À ¼ ¿	¥ Ë ¤5èHÁ�ÀP¿�¿ Ì ¿ Ñ?> ¿$é�¥�¦ <0Á > èP¿ > ¿ Ë Á ¼ ¥ ÀMB ¼Ë > ¤ > ÁDèwÀP¿�é Ë Á
¤ Fß¤ Ñ ¼ ÄÐ�¿GF å Â�Í Ì ¿ Ñ?> ÄÁ��Ï!<0¤�â$ÁDÄÁIÀ ËR¼ ¥�¿	è.¦�Á+èRÀH¿ ¤ >8> èH¿� ¼ Ñ ¤<ÀHÁªÀMB�Á�Á I Á Ì À ¼ â$Á > ¤ Å
èH¤ Ñ ÁDÀPÁ+è Ë ¿�F)À�B�ÁR¤ ; ¿<â	Á Ë ¤ ¼ ¦ Ì ¿ ÑY> ¿ ËP¼ ÀPÁ Ñ ¤<ÀHÁDè ¼ ¤	Ä Ë � ÂRé�ÁWÀH¿ > ÁDè ¼ ¿�¦ ¼OÌ ¥�¤5ÀPé�èHÁW¿�F�ÀMB�Á
H Ä¿ ; ¤	Ä Ë ÀHèPé Ì ÀPé�èPÁS¿�F0ÀMB�Á Ñ ¤<ÀHÁDè ¼ ¤	Ä <0Á > èH¿ > ¿ Ë ÁYB�ÁDèHÁ¶¤ > Á+è ¼ ¿�¦ ¼OÌ â<¤5è ¼ ¤	¥$Àª¿�F Ì ¿ Ñ{Å
> ¤ Ì ÀPÄÐ Ë é >8> ¿	èPÀPÁ+¦ <î¤�â	Á+Ä ÁDÀ Ë Íß¤ Ë ¤5¥ ¤5¥Z¤5Ä¿ H ¿GF�À�B�¿ Ë Á�¿$¥�Á Å ¦ ¼ Ñ ÁD¥ ËP¼ ¿$¥�¤5Ä > ÁDè ¼ ¿�¦ ¼Ì
<0¤�â$ÁDÄÁIÀ Ë ¦ ¼OËHÌ é ËHË Á2¦ ¼ ¥ N È�P Ï � : Á"Á� > Ä ¿ ¼ ÀCB�Á+èPÁ�ÀMB�Á ¼ ¦�Á+¤ Ë F èH¿ Ñ N Ç P F ¿	è Ì ¿$¥ Ë ÀPèHé Ì À ¼ ¿$¥
¿GFNÀ�B�Á Ì ¿	èHèPÁ Ë > ¿	¥�¦ ¼ ¥ H Fß¤ Ñ ¼ Ä Ð ¿GF <î¤�â	Á+Ä ÁDÀ Ë �

�3(������[5%,87������ 0-+6264!5%,87�� 7 ,�� 0 ��! 0K4#"%$��'&��[.1790C267�5(� 0�)+*�0�,/7 ,-�
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¡ ÁIÀôé ËôÌ ¿$¥ ËP¼ ¦�Á+èN¤RÄO¤<À[À ¼Ì Á3� <CB ¼OÌ B ¼OË ¦�Á D ¥�Á2¦ ; Ð�À�B�ÁBÀ9<0¿ F é�¥�¦�¤ Ñ Á+¥$À.¤5ÄAÀPè.¤5¥ Ë ÄO¤<À ¼ ¿$¥
â	Á Ì ÀP¿$è Ë 1 ¤	¥�¦ ı Í ı2 = −1 Ï ¼ ¥�ÀMB�Á > Ä¤	¥�Á C ∼= R2 ¿�F"À�B�Á Ì ¿ Ñ?> Ä Á��â<¤5è ¼ ¤ ; Ä Á
z = x+ ıy

��� B�ÁW·.Þ�¬54$¹76S°I¬Z³Æ¹5º98.°Iº¯º Q(0,0)
¼Ë ÀMB�Á Ë J$éZ¤5èHÁ

{ z = t1 + ıt2 ∈ C : −
1

2
< tp <

1

2
, p = 1, 2}.

¡ ÁIÀ E :=
⋃

m1,m2

{m1 + ım2}
; ÁRÀ�B�Á Ë ÁIÀî¿GF)À�B�Á º ¹5³g³e:8.°<;�µ<¯¬�³g²��/<CB�ÁDèHÁ m1,m2 ∈ Z

�
¡ ÁIÀWé Ë ¦�ÁD¥�¿	ÀPÁ©ÀMB�Á Ì Á+Ä Ä Ë�Ì ¿$èPèHÁ Ë > ¿$¥�¦ ¼ ¥ H ÀH¿�À�B�Á > ¿ ¼ ¥AÀ Ë ¿�F`ÀMB�Á"Ä¤5À[À ¼Ì Á E ¤ Ë

Q(m1,m2) = Q(0,0) +m1 + ım2 := {z ∈ C : z −m1 − ım2 ∈ Q(0,0)}.

¡ ÁIÀ�é Ë½Ì ¿	¥ ËP¼ ¦�ÁDè�ÀMB�Á ËP¼ ÀPé�¤5À ¼ ¿	¥ <CB�Á+¥ Ñ é�ÀHé�¤5ÄÄ Ð�¦ ¼OË @ ¿ ¼ ¥$ÀRÁ�JAé�¤5ÄN¦ ¼OË[ç�Ë Í ¼ ¥ Ì Äé Ë[¼ ¿	¥ Ë Ï
Dk := {z ∈ C : |z − ak| < r} (k = 1, 2, ..., N) ¤	èPÁôÄ¿ Ì ¤<ÀHÁ+¦ ¼ ¥ Ë[¼ ¦�Áÿ¿�F�F é�¥�¦�¤ Ñ Á+¥$À.¤5ÄÌ ÁDÄÄ Q(0,0)

� ¤5¥�¦ > Á+è ¼ ¿�¦ ¼OÌ ¤5ÄÄÐ�èPÁ > Á2¤<ÀHÁ+¦ ¼ ¥ ¤5ÄÄ Ì Á+Ä Ä Ë Q(m1,m2)

� ¡ ÁIÀªé Ë ¦�ÁD¥�¿	ÀPÁ ; Ð
Tk := {z ∈ C : |z − ak| = r} ÀMB�Á ; ¿	é�¥�¦�¤5èHÐq¿GFWÀMB�Á Ì ¿	èHèPÁ Ë > ¿	¥Z¦ ¼ ¥ H ¼ ¥ Ì Ä é Ë[¼ ¿	¥
¤5¥�¦ Ì ¿$¥ ËP¼ ¦�Á+èîÀ�B�Á Ì ¿	¥�¥�Á Ì ÀHÁ+¦Î¦�¿ Ñ ¤ ¼ ¥ D0 := Q(0,0) \ (

N
⋃

k=1

Dk ∪ Tk) ¿ ; À.¤ ¼ ¥�Á+¦ ; Ð
èPÁ Ñ ¿<â ¼ ¥ H ¿GF�ÀMB�Á ¼ ¥ Ì Äé ËP¼ ¿$¥ Ë F èP¿ Ñ F é�¥Z¦�¤ Ñ ÁD¥AÀ.¤5Ä Ì Á+Ä Ä Q(0,0)

�
� B�Á > èP¿ ; ÄÁ Ñ ¼OË ÀH¿�¦�Á D ¥�Á©ÀMB�ÁªÁ I Á Ì À ¼ â	Á Ì ¿	¥�¦�é Ì À ¼ â ¼ À:Ð ¿GFNÀ�B�Áª¦�¿	é ; ÄÐ > ÁDè ¼ ¿�¦ ¼Ì

Ì ¿ Ñ?> ¿ ËP¼ ÀHÁ Ñ ¤<ÀHÁDè ¼ ¤	ÄK< ¼ À�B Ñ ¤5ÀPè ¼  Dper =
⋃

m1,m2

((D0 ∪ ∂Q(0,0)) + m1 + ım2)

¤5¥�¦ ¼ ¥ Ì Äé ËP¼ ¿$¥ Ë
Dinc =

⋃

m1,m2

N
⋃

k=1

(Dk + m1 + ım2)
¿ Ì+Ì é > ¼ Á2¦ ; Ð Ñ ¤<ÀPÁ+è ¼ ¤5Ä Ë ¿�F

Ì ¿	¥Z¦�é Ì À ¼ â ¼ À ¼ Á Ë
λ = 1 ¤	¥�¦ λ1 > 0 �MèPÁ Ë > Á Ì À ¼ â	ÁDÄÐ �M� B ¼OË > èP¿ ; Ä Á Ñ ¼Ë Á�JAé ¼ â<¤5ÄÁD¥AÀ�ÀP¿

¦�ÁIÀHÁDè Ñ ¼ ¥�¤5À ¼ ¿	¥q¿GF0À�B�Á > ¿5ÀHÁD¥AÀ ¼ ¤5Äÿ¿�F Ì ¿	èHèPÁ Ë > ¿	¥�¦ ¼ ¥ H D Á+Ä¦)� ¼ � Á � � ¿GF D ¥�¦ ¼ ¥ H ¤ F é�¥ Ì Å
À ¼ ¿	¥ u(z) Ë ¤<À ¼OË F Ð ¼ ¥ H ÀMB�Á ¡ ¤ > ÄO¤ Ì ÁWÁ�JAé�¤5À ¼ ¿	¥ ¼ ¥òÁ2¤ Ì B Ì ¿ Ñ?> ¿$¥�ÁD¥AÀB¿�F)À�B�Á Ì ¿ ÑY> ¿ ËP¼ ÀPÁÑ ¤5ÀPÁ+è ¼ ¤5ÄeÒ

4u = 0, z ∈ Dper

⋃

Dinc,
Í å�� V Ï

¤5¥�¦ Ì ¿$¥ @ é H ¤5À ¼ ¿	¥ Ì ¿$¥�¦ ¼ À ¼ ¿	¥ Ë Ò
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u+(t) = u−(t),
∂u+

∂n
(t) = λ1

∂u−

∂n
(t), t ∈

⋃

m1,m2

Tk, k = 1, 2, ..., N, Í å�� å Ï

<CB�ÁDèHÁ ∂

∂n

¼Ë À�B�Á"¿$é�À9<0¤	èH¦¶¥�¿	è Ñ ¤5Ä)¦�Á+è ¼ â<¤<À ¼ â	Á"¤	¥�¦

u+(t) := lim
z→t,z∈D0

U(z), u−(t) := lim
z→t,z∈Dk

U(z), t ∈
⋃

m1,m2

Tk, k = 1, 2, ..., N.

: Áî¤5Ä Ë ¿ ¼ Ñ?> ¿ Ë ÁÜÀMB�ÁLJAé�¤ Ë[¼ > ÁDè ¼ ¿�¦ ¼OÌI¼ À:Ð Ì ¿	¥Z¦ ¼ À ¼ ¿$¥ Ë ¿	¥ u(z) � ¼ � Á � � u(z) BZ¤ ËNÌ ¿	¥ Ë À.¤5¥AÀ
@ é Ñ?> ¼ ¥ À�B�Áª¦ ¼ èHÁ Ì À ¼ ¿	¥ ¿GFôÁ+¤ Ì B F é�¥�¦�¤ Ñ ÁD¥AÀH¤	ÄMÀPè.¤5¥ Ë ÄO¤<À ¼ ¿	¥ â	Á Ì ÀP¿$è+Ò

u(z + 1) = u(z) + 1, u(z + ı) = u(z). Í å�� O Ï
¡ ÁIÀªé Ëª¼ ¥$ÀHèP¿�¦�é Ì Á�À�B�Á Ì ¿ Ñ?> Ä Á� > ¿5ÀHÁD¥AÀ ¼ ¤5Ä Ë ϕ(z) � ϕk(z) ¤5¥�¤	Ä ÐAÀ ¼OÌ�¼ ¥ D0

¤5¥�¦
Dk

�<èPÁ Ë > Á Ì À ¼ â	ÁDÄÐ	�5¤	¥�¦ Ì ¿$¥$À ¼ ¥�é�¿$é Ë Ä Ðª¦ ¼EI ÁDèHÁD¥AÀ ¼ ¤ ; ÄÁ ¼ ¥ ÀMB�Á Ì Ä¿ Ë é�èHÁ Ë ¿GF D0
¤5¥�¦ Dk

�
� B�Á B�¤	è Ñ ¿	¥ ¼Ì > ¿5ÀHÁD¥AÀ ¼ ¤5Ä�¤5¥�¦ Ì ¿ Ñ?> ÄÁ�S¤5¥�¤	Ä ÐAÀ ¼Ì > ¿5ÀHÁD¥AÀ ¼ ¤5Ä Ë ϕ ¤5¥Z¦ ϕk

¤5èHÁ�èPÁ+Ä¤5ÀPÁ+¦
; ÐòÀ�B�Á"Á�J$éZ¤5Ä ¼ À ¼ Á Ë

u(z) =







< (ϕ(z) + z), z ∈ D0,

2
1+λ1

<ϕk(z), z ∈ Dk, k = 1, 2, ...N.

Í å�� È Ï

� B�ÁÿèHÁ+¤5Ä Ì ¿	¥Z¦ ¼ À ¼ ¿$¥ Ë Í å�� å Ï Ì ¤5¥ ; ÁÜèHÁQ<�è ¼ ÀPÀPÁD¥ F ¿$Ä Ä¿=< ¼ ¥ H ¼ ¥"ÀHÁDè Ñ Ë ¿GF�ÀMB�Á Ì ¿ Ñ?> Ä Á�
> ¿	ÀPÁD¥AÀ ¼ ¤	Ä Ë Í Ë Á+Á N Z P Ï

ϕ(t) = ϕk(t)− ρ ϕk(t)− t, |t− ak| = r, ρ =
1 − λ1

1 + λ1
, k = 1, 2, ..., N. Í å�� æ Ï

� B�Á > èP¿ ; ÄÁ Ñ Í å�� æ Ï ¼Ë ¤ > ¤5èPÀ ¼OÌ é�Ä¤	è Ì ¤ Ë ÁR¿�F Ë ¿ Ì ¤5ÄÄ Á2¦ R
Å Ä ¼ ¥�Á2¤5è Ì ¿$¥ @ é H ¤<À ¼ ¿	¥ > èH¿ ; Å

Ä Á Ñ �
� ¿S¦�ÁDÀPÁDè Ñ ¼ ¥�ÁRÀMB�Á Ì é�èPèHÁD¥AÀ ∇u(x, y) <BÁ©¥�Á+Á+¦ ÀP¿ ¼ ¥AÀPèH¿�¦�é Ì Á"¤5¥�¿5À�B�ÁDè Ì ¿ ÑY> Ä Á�> ¿	ÀPÁD¥AÀ ¼ ¤	Ä Ë <CB ¼OÌ B�¤5èHÁ ËP¼ ÑY> Ä Ð ¦�ÁDè ¼ â<¤5À ¼ â	Á Ë ¿�F`ÀMB�Á > ¿	ÀPÁ+¥$À ¼ ¤	Ä Ë Í å�� È ÏIÒ

ψ(z) :=
∂ϕ

∂z
=
∂u

∂x
− ı

∂u

∂y
, z ∈ D0

ψk(z) :=
∂ϕk

∂z
=
λ1 + 1

2

(

∂u

∂x
− ı

∂u

∂y

)

, z ∈ Dk.

Í å�� Z$Ï

Â ¼EI Á+èPÁ+¥AÀ ¼ ¤<À ¼ ¥ H Í å�� æ ÏL<BÁ"¤	èPè ¼ â$Á�¤5ÀîÀ�B�Á F ¿$Ä Ä¿=< ¼ ¥ H > èH¿ ; Ä Á Ñ

ψ(t) = ψk(t) + ρ

(

r

t− ak

)2

ψk(t) − 1, |t− ak| = r, k = 1, 2, ..., N. Í å�� \	Ï
� ¥ À�B�ÁÎ¤ ; ¿<â	Á > èP¿ ; ÄÁ Ñ <BÁ B�¤�â	Á N Ì ¿$¥AÀP¿	é�è Ë Tk

¤	¥�¦ N
Ì ¿ Ñ?> ÄÁ� Ì ¿	¥ @ é H ¤ Å

À ¼ ¿	¥ Ì ¿	¥�¦ ¼ À ¼ ¿$¥ Ë ¿$¥�Á2¤ Ì B Ì ¿	¥AÀP¿$é�è Tk
�)¤5¥Z¦ <0Á ¥�Á+Á+¦�ÀP¿ D ¥�¦ N + 1 F é�¥ Ì À ¼ ¿	¥ Ë

ψ �
ψ1

�ψ2
� ��� � ψN

� ¼ � Á � � <BÁ ¥�ÁDÁ2¦ ¿	¥�Á Ñ ¿	èHÁ Ì ¿$¥�¦ ¼ À ¼ ¿	¥ ÀH¿ Ì Ä¿ Ë Áòé > À�B�Á Ë Ð Ë ÀPÁ Ñ �`� À ¼OË
¿ ; À.¤ ¼ ¥�Á+¦ ; Ð ¤ >1> Ä Ð ¼ ¥ H ¡ ¼ ¿	é�â ¼ Ä ÄÁ � Ë À�B�Á+¿	èHÁ Ñ F ¿$èW¦�¿	é ; Ä Ð > Á+è ¼ ¿�¦ ¼OÌ F é�¥ Ì À ¼ ¿$¥ Ë �

¡ ÁIÀ é ËwÌ ¿	¥ ËP¼ ¦�ÁDèªÀMB�Á ãî¤	¥�¤ Ì B Ë > ¤ Ì Á Ck
¿GFîÀ�B�Á F é�¥ Ì À ¼ ¿	¥ Ë{Ì ¿$¥$À ¼ ¥�é�¿$é Ë ¿$¥ Tk< ¼ ÀMBSÀ�B�Á½¥�¿	è Ñ ‖ψk‖ := max

Tk

|ψk(t)| (k = 1, 2, ..., N) �A¤5¥�¦{ÀMB�Á Ì Ä ¿ Ë Á2¦ Ë é ;ZË > ¤ Ì Á Ë
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C+
k ⊂ Ck

¿GFAF é�¥ Ì À ¼ ¿$¥ Ë
ψk

<CB ¼Ì B{¤	¦ Ñ ¼ ÀN¤5¥ ¤5¥�¤	Ä ÐAÀ ¼OÌÿÌ ¿	¥AÀ ¼ ¥�é�¤<À ¼ ¿$¥ ¼ ¥AÀH¿ Dk
�2¡ ÁIÀôé Ë

¼ ¥AÀPèH¿�¦�é Ì ÁÿÀ�B�ÁBãî¤5¥�¤ Ì B Ë > ¤ Ì Á C+ Ì ¿$¥ Ë[¼OË À ¼ ¥ H ¿GF�ÀMB�Á-F é�¥ Ì À ¼ ¿$¥ Ë
Ψ(t) := ψk(t) ∈ C+

kF ¿	è ¤	Ä Ä k = 1, 2, ..., N < ¼ À�B À�B�Á ¥�¿	è Ñ ‖Ψ‖ := max
k

‖ψk‖
� : Á¶é Ë Á F é�èPÀ�B�ÁDèªÀMB�Á

Ë ¤ Ñ ÁÎ¥�¿	ÀH¤5À ¼ ¿	¥ Ë F ¿$è ¼ ¥ ¼ À ¼ ¤	ÄCF é�¥ Ì À ¼ ¿	¥ Ë
ψk ∈ C+

k , Ψ ∈ C+ ¤5¥�¦�À�B�Á ¼ è¶¤5¥�¤	Ä ÐAÀ ¼ÌÌ ¿	¥AÀ ¼ ¥�é�¤5À ¼ ¿	¥ �
ãBÐ ¤ >8> ÄÐ ¼ ¥ H ¤àâ�¤	è ¼ ¤5¥AÀ�¿GFWÀMB�Á�¤5¥�¤	Ä ÐAÀ ¼Ì Ì ¿$¥$À ¼ ¥�é�¤5À ¼ ¿	¥ Ñ ÁDÀ�B�¿�¦�Í Ì F � � N Z P Ï�<BÁ

¤5èHè ¼ â	Á©¤<ÀîÀ�B�Á F ¿	ÄÄ ¿=< ¼ ¥ H Ë Ð Ë ÀPÁ Ñ ¿GFNÄ ¼ ¥�Á+¤	è3F é�¥ Ì À ¼ ¿	¥�¤	Ä Á�JAé�¤5À ¼ ¿	¥ Ë

ψm(z) = ρ
N
∑

k=1

∑

m1,m2

∗
(Wm1,m2,kψk) (z) + 1,

|z − am| ≤ rm, m = 1, 2, ..., N,

Í å�� Ç Ï

< ¼ ÀMB èHÁ Ë > Á Ì ÀîÀH¿ ψm ∈ C+
m

�8<CB�Á+èPÁ

(Wm1,m2,kψk) (z) =

(

r

z − ak −m1 − ım1

)2

ψk

(

r2

t− ak −m1 − ım2
+ ak

)

,

¤5¥�¦
N

∑

k=1

∑

m1,m2

∗
Wm1,m2,k :=

∑

k 6=m

∑

m1,m2

Wm1,m2,k +
∑

m1,m2

′
Wm1,m2,m.

Í å�� � Ï

§ > Á+èH¤5ÀP¿	è Wm1,m2,k
¼OË ¤ Ì ¿ Ñ?> ¤ Ì À"¿	¥ C+

k
F ¿	è"Á2¤ Ì B D �Á+¦ m1,m2 ∈ Z

� k ∈
{1, ..., N}

��� B�Á�F é�¥ Ì À ¼ ¿	¥�¤	Ä�Á�JAé�¤5À ¼ ¿	¥ Í å�� Ç Ï3B�¤ Ë ¤�é�¥ ¼ JAé�Á Ë ¿	Äé�À ¼ ¿	¥ ¼ ¥ C+
��� À Ì ¤5¥

; Á F ¿	é�¥�¦ ; Ð�ÀMB�Á Ñ ÁDÀ�B�¿�¦ ¿GF Ë é Ì+Ì Á ËHËP¼ â$ÁR¤ >1> èP¿� ¼ Ñ ¤<À ¼ ¿	¥ Ë �A� B�Á F é�¥ Ì À ¼ ¿$¥ ψ(z) B�¤ Ë
À�B�Á+¥ ÀMB�Á F ¿	è Ñ

ψ(z) = ρ

N
∑

k=1

∑

j

(Wj,kψk) (z), z ∈ D0 ∪ ∂D0.
Í å��EV2É Ï

� ÁD¥ Ì Áª¤5¥ Á� ¼OË ÀHÁD¥ Ì Á"¤5¥�¦ é�¥ ¼ JAé�ÁD¥�Á ËHË ¿GF�ÀMB�Á Ë ¿	Äé�À ¼ ¿	¥ ¼Ë½Ë B�¿=<�¥ �
� ¥S¿	è.¦�ÁDèÜÀP¿ H ¼ â$Á Ñ ¿	èHÁ Ë é ¼ ÀH¤ ; ÄÁ½èHÁ > èHÁ Ë ÁD¥AÀH¤5À ¼ ¿	¥�¿GFMÀMB�Á½é�¥ ç ¥�¿=<�¥?F é�¥ Ì À ¼ ¿$¥ Ë <BÁ

Ä ¿�¿ ç F ¿	è ψm(z)
¼ ¥¶ÀMB�Á F ¿	è Ñ ¿�F Ë ÁDè ¼ Á Ëî¼ ¥ r2 Ò

ψm(z) = ψ(0)
m (z) + r2ψ(1)

m (z) + r4ψ(2)
m (z) + . . . , Í å��EV�V Ï

<CB�ÁDèHÁ©Á+¤ Ì B ÀPÁ+è Ñ ¼Ë Á� > ¤5¥�¦�Á+¦ ¼ ¥AÀP¿{ÀMB�Á � ¤�Ð�Ä¿	è Ë ÁDè ¼ Á Ë

ψ
(s)
k (z) =

∞
∑

l=0

ψ
(s)
lk (z − ak)l.

� B�Áª¦�ÁDè ¼ â�¤5À ¼ â	Á Ë
ψ

(p)
m (z) ¤5èHÁ�¦�Á D ¥�Á2¦ N å P ; Ð F ¿	ÄÄ ¿=< ¼ ¥ H èPÁ Ì é�è Ë[¼ â	Á�èHÁDÄO¤<À ¼ ¿	¥ Ë Ò

ψ(0)
m (z) = 1,



� ¹<®<°Iº °D³g²
·Iµ5± �ÿµ76#;�µ<².¯³�°���¹<³�°I±�ß¹5º ² O \ �

ψ(1)
m (z) = ρ





N
∑

k 6=m

ψ
(0)
0k E2(z − ak) + ψ

(0)
0mσ2(z − am)





Í å��EV�å Ï

= ρ





N
∑

k 6=m

E2(z − ak) + σ2(z − am)



 ,

. . .

ψ
(p+1)
m (z) = ρ

[ N
∑

k 6=m

ψ
(0)
pk Ep+2(z − ak) + ψ

(0)
pmσp+2(z − am)

+
N
∑

k 6=m

ψ
(1)
p−1,kEp+1(z − ak) + ψ

(1)
p−1,mσp+1(z − am)

+ . . .

+
N
∑

k 6=m

ψ
(p)
0k E2(z − ak) + ψ

(p)
0mσ2(z − am)

]

,

Í å��EV�O Ï

<CB�ÁDèHÁ
Em(z) :=

∑

m1,m2

(z −m1 − ım2)
−m

¤5èHÁ Ë ¿ Ì ¤5ÄÄÁ+¦   ¼OË ÁD¥ Ë ÀPÁ ¼ ¥�� F é�¥ Ì À ¼ ¿	¥ Ë Í À�B�Á ¼ ¥AÀHÁ H Á+èw¥�é Ñ ; Á+è Ë m1,m2
è.¤5¥ H ÁRF èP¿ Ñ

−∞ ÀH¿ +∞ Á� Ì Á > À m2
1 +m2

2 = 0 Ï �
� B�ÁCF ¿	è Ñ é�Ä¤ Ë Í å��EV�å Ï���Í å��EV�O Ïô¦�Á ËPÌ è ¼ ; ÁR¤5¥ò¤5Ä H ¿$è ¼ À�B Ñ F ¿	è0¦�ÁIÀHÁDè Ñ ¼ ¥�¤5À ¼ ¿	¥S¿�F�ÀMB�ÁÌ é�èHèPÁ+¥AÀ ∇u Í u ¼Ë ¤ Ë ¿$Ä é�À ¼ ¿	¥�¿�FÿÀ�B�Á ¼ ¥ ¼ À ¼ ¤5Ä > èH¿ ; ÄÁ Ñ Ï ¼ ¥�ÀPÁ+è Ñ ¿�FÿÀ�B�Á   ¼OË ÁD¥ Ë ÀPÁ ¼ ¥

F é�¥ Ì À ¼ ¿$¥ Ë �ZÀMB�Á Ì ¿	¥AÀPè.¤ Ë À > ¤	èH¤ Ñ ÁIÀPÁ+è ρ ¤5¥Z¦ÎÀ�B�Á èH¤$¦ ¼ é Ë
r ¿�F
À�B�Á�¦ ¼OË[ç�Ë ��� ¿5ÀPÁwÀ�B�¤5À

ÀP¿w¦�ÁDÀPÁ+è Ñ ¼ ¥�Á�À�B�ÁWÁ I Á Ì À ¼ â	Á Ì ¿	¥�¦�é Ì À ¼ â ¼ À:Ð ¼ À ¼ËBË é�� ÌD¼ Á+¥$ÀÜÀP¿ ç ¥�¿=<�À�B�Á Ì é�èHèPÁ+¥AÀ ∇u �

�3(�� / . ) 0K+67�5�� / �<��$�� , , 0-+ ,��#� & $ / + �

§Ré�è"¥�Á��À Ë ÀPÁ > ¼OË ÀP¿�¤ >8> èP¿� ¼ Ñ ¤5ÀPÁ À�B�ÁS  ¼Ë ÁD¥ Ë ÀPÁ ¼ ¥�� F é�¥ Ì À ¼ ¿$¥ ; Ð�é Ë[¼ ¥ H À�B�Á Ì ¿ Ñ{Å
> Ä Á� ¤	¥�¤5ÄÐAÀ ¼OÌ <0¤�â$ÁDÄÁIÀ Ë ��� Ë é ¼ À.¤ ; ÄÁ F ¿	è Ñ F ¿$è�À�B�Á Ì ¿$¥ Ë ÀHèPé Ì À ¼ ¿	¥ ¿GFNÀ�B�ÁªÄ¤5À[ÀHÁDè <î¤ Ë
> èP¿ > ¿ Ë Á2¦SèHÁ Ì Á+¥AÀPÄÐ ¼ ¥ N Ç PÆ� : Á"¦�¿{¥�¿	À H ¿SB�Á+èPÁ ¼ ¥AÀP¿ À�B�Á©¦�ÁIÀH¤ ¼ Ä Ë ¤5¥�¦¶¦�Á ËHÌ è ¼E; Á�¿	¥�ÄÐ
À�B�Á > è ¼ ¥ ÌI¼ > Ä Á Ë ÀPÁ > ¿�F À�B�Á Ì ¿	¥ Ë ÀPèHé Ì À ¼ ¿$¥ F èH¿ Ñ N Ç=PÆ��� ÄÄ Ì ¤	Ä Ì é�Ä¤5À ¼ ¿	¥ < ¼ ÄÄ ; Á"¦�¿$¥�Á ¼ ¥
À�B�Á F ¿$è[ÀMB Ì ¿ Ñ ¼ ¥ H > ¤ > Á+è Ë �

� B�Á Fß¤ Ñ ¼ ÄÐ¶¿�F <î¤�â	Á+Ä ÁDÀ Ë > èH¿ > ¿ Ë Á+¦ ¼ ¥ N ÇGP B�¤ Ë À�B�Á F ¿$è Ñ

αn(|z|) = 2−(j−2)/2
∞
∑

ν

θε(ν2
−j−1) cos(2πν(k + 1/2)2−j−1)|z|ν cos νx,

<CB�ÁDèHÁ n = 2j + k � 0 ≤ k < 2j �`¤5¥�¦ j
¼OË ¤	¥ ¼ ¥AÀPÁ H ÁDè"¥�é Ñ ; Á+è � � ÁDèHÁ θε(ω) ¤	èPÁ

	 Ì ¤ >�Å À:Ð > Á 	 F é�¥ Ì À ¼ ¿	¥ Ë � ¼ � Á �
θε(ω) = 0 F ¿$è�¤5ÄÄ ω < 1− ε, ω > 1 + ε � θε(ω) = 1 F ¿$è

¤5ÄÄ 1 − ε/2 < ω < 1 + ε/2 �M¤	¥�¦ θε(ω)
¼Ë"Ë Ñ ¿A¿	À�Bq¿	¥àÀ�B�Á�èHÁ Ñ ¤ ¼ ¥ ¼ ¥ H ¼ ¥AÀPÁ+èPâ<¤	Ä Ë �

¢ é Ì B Ë Ð Ë ÀPÁ Ñ ¼Ë é Ë Á+¦wÀP¿ Ë ¿	Äâ	Á0¥Aé Ñ Á+è ¼OÌ ¤	Ä ÄÐ©À�B�ÁîÂ ¼ è ¼OÌ B�ÄÁIÀ > èH¿ ; ÄÁ Ñ F ¿$è`ÀMB�Á ¡ ¤ > ÄO¤ Ì Á
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Á�JAé�¤<À ¼ ¿$¥ ¼ ¥�¤5¥Î¤5¥�¥�é�Äé Ë ��� ¥ ¿	è.¦�ÁDèîÀH¿�¤ >8> ÄÐ ¼ ÀCF ¿	è Ì ¤5Ä Ì é�ÄO¤<À ¼ ¿$¥ ¿�F�À�B�Á"  ¼Ë ÁD¥ Ë ÀHÁ ¼ ¥��Ë é Ñ Ë <0Á�B�¤�â	ÁRÀP¿ Ñ ¤ ç Á�À�B�Á ¼ è > ÁDè ¼ ¿�¦ ¼ á2¤<À ¼ ¿	¥ ¼ ¥¶À9<0¿S¦ ¼ èHÁ Ì À ¼ ¿	¥ Í Ì F � �ZÁ � H � N È � �=P Ï �

ð{ø��������	��
����
���
��Mõ	ù � B�Á�<B¿$è ç ¿GF ¢M� £ � ¼Ë > ¤5èPÀ ¼ ¤5ÄÄ Ð Ë é >8> ¿	èPÀPÁ+¦ ; Ð À�B�Á{ã0Á Å
Ä¤	èPé ËP¼ ¤5¥ Ê é�¥Z¦?F ¿	è Ê é�¥�¦�¤ Ñ ÁD¥AÀH¤	Ä ¢ ÌI¼ ÁD¥AÀ ¼EDZÌ £�Á Ë Á2¤5è Ì B �$¢M� £ � <B¿$é�ÄO¦�Ä ¼ç Á½ÀP¿ªÁ� > èPÁ ËPË
B ¼Ë H è.¤<À ¼ ÀHé�¦�Á½ÀP¿w¾ÜèP¿�F Á ËHË ¿$è Ë � ¤	èPÄ¿ � ¤5À[ÀH¤	¥ ¼ ¤5¥�¦� 
ÀPÀP¿$èPÁ ¡ ¤ Ë Á+èPè.¤!F ¿	èBÀ�B�Á B�¿ Ë > ¼ ÀH¤	Ä Å¼ À:Ð ¦�é�è ¼ ¥ H B ¼OË�Ë ÀH¤�Ð¶¤5À W ¥ ¼ â	ÁDè ËP¼ À:Ðò¿�F ¢ ¤	Ä Á+èP¥�¿ ¼ ¥��	é�Ä Ð å	É	ÉAæ��
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